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Prefacio

Prezados(as) alunos(as),

Sabemos que ndo sdo raros os questionamentos acerca da aplicabilidade
ou utilidade pratica do que se aprende em Matematica. Talvez pelo fato de que
seus conteudos, muitas vezes, sio apresentados de forma extremamente tedri-
ca, como um conjunto de regras, teoremas e algoritmos que apenas devem ser
seguidos, sem uma preocupacio adequada com a construcdo de uma légica,
por parte do aluno, para que ele realmente compreenda o que estd fazendo.

Tanto os teoremas, como os algoritmos e regras, que sdo apresentados no
desenvolvimento da Matemadtica, tém importancia fundamental, pois ajudam
na interpretacéo e resolucdo de problemas de ordem pratica. As tdo temidas
formulas matemadticas (pelo menos em sua maioria) traduzem um raciocinio
16gico que, geralmente, ndo é dificil de desenvolver. A ndo compreensio de tais
férmulas e a dificuldade em lidar com a linguagem matemadtica € que tornam o
trabalho um tanto traumatico. Mas, se trabalhada de forma adequada, a Mate-
mdtica torna-se extremamente util em nossas vidas pessoal e profissional.

E a compreensdo dessa linguagem propria da Matematica, que para muitos
é um dos principais desafios a ser superado no aprendizado desta ciéncia, é
fundamental para que se possa entender melhor os processos tedricos e prati-
cos relativos ao desenvolvimento do raciocinio matematico. Vocé, certamente,
chegard ao ponto em que “traduzira” problemas, escritos na linguagem cor-
rente, para a “linguagem” matematica. Essa transicio da descricio do proble-
ma para sua representacdo utilizando simbolos matematicos €, talvez, um dos
procedimentos mais dificeis para a maioria dos estudantes. Mas, com este li-
vro, procuramos desenvolver os conteudos sempre acompanhados de muitos
exemplos para que esse processo seja o menos “traumadtico” possivel.

No primeiro capitulo, estudaremos os conceitos basicos referentes aos con-
juntos: suas propriedades, operagdes, representacdes, caracteristicas e aplica-
coes.

No capitulo 2, serdo abordados processos e técnicas de contagem, que séo
assuntos pertencentes a parte da Matemadtica denominada Andlise Combina-
toria.



No terceiro capitulo, comecamos o estudo das relacdes matematicas (que
também envolvem os conjuntos estudados no primeiro capitulo). Relacionar
elementos de dois conjuntos é um procedimento util na resolucédo de diversos
problemas e, principalmente, constitui-se como base ao estudo das funcoes
matemadticas, que € o assunto principal do capitulo 4. As funcdes matematicas
sdo de fundamental importancia nas aplica¢cdes das mais diversas areas do co-
nhecimento. Elas que nos permitem detalhar como ocorrem as relacdes entre
variaveis dos fendmenos que estudamos.

Bons estudos!



Teoria dos
conjuntos



1. Teoria dos conjuntos

Iniciaremos nossos estudos com um conceito primitivo (e muito simples!) que
é o de conjuntos. O desenvolvimento da Matemdtica passa, para ndo dizer que
comeca, com o surgimento da ideia de conjuntos. Nosso sistema de numera-
cdo, por exemplo, surgiu a partir da relacdo entre quantidades de conjuntos
diferentes. Tudo leva a crer que, ha milhares de anos, os pastores de ovelhas,
para verificar se ndo estava faltando nenhum animal em seu rebanho, relacio-
navam cada ovelha com uma pedra. Dessa forma, relacionavam cada um dos
elementos do conjunto de “ovelhas” com elementos do conjunto de “pedras”.
A inclusdo de uma nova ovelha no conjunto de ovelhas determinava que uma
nova pedra fosse também incluida no conjunto de “pedras”

A partir desse tipo de relacdo, e apds milhares de anos, surgiu o sistema de
numeracdo indo-ardbico, que utilizamos até os dias de atuais e que sdo a base
de diversos assuntos que envolvem a matemadtica e o raciocinio légico. Além
disso, a teoria de conjuntos tem aplicacoes diretas em diversos assuntos rela-
cionados a Matematica, como, por exemplo, no estudo de funcdes, na resolu-
céo de problemas légicos e no cdlculo de probabilidades.

Neste capitulo, iremos abordar assuntos de grande importancia e que néo
apresentam alto grau de dificuldade de compreensdo. Sdo, em geral, conceitos
basicos e de facil entendimento. Mas, nem por isso, sio menos importantes
que outros. Alids, acreditamos que seja o contrdrio: pela sua importancia na
compreensio da linguagem matemadtica, pela utilizacdo em diversos assuntos
da propria matematica e pela variedade de aplicagoes diretas que tem na reso-
lucdo de problemas, os assuntos aqui tratados serdo de fundamental importan-
cia para o bom entendimento dos assuntos abordados nas demais unidades.

OBJETIVOS

= Utilizar e estar familiarizado com as operacdes elementares da teoria de conjuntos;
= Resolver problemas Iégicos com a utilizagao de diagramas;

= Reconhecer as relagdes de pertinéncia e contingéncia dos conjuntos;

= |dentificar diferentes conjuntos numéricos e suas propriedades;

= Compreender e utilizar o conceito de valor absoluto de um ndmero.
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1.1 Notacéo e propriedades de conjuntos

O conceito de conjunto, um dos principais e mais utilizados conceitos da Mate-
mdtica, é primitivo e tem sentido de colecdo ou totalidade dos elementos. Pode-
mos citar, por exemplo, o conjunto de disciplinas obrigatdérias de um curso de
graduacdo. Cada disciplina é chamada de elemento desse conjunto.

Para representar matematicamente os conjuntos, utilizamos letras maius-
culas do nosso alfabeto: A, B, C, ... . Ja seus elementos sdo reprensentados por
letras minusculas: a, b, c, ... . Entre os elementos e os conjuntos hd uma relacdo
de pertinéncia. Se a € um elemento do conjunto A, entdo dizemos que “o ele-
mento a pertence ao conjunto A”, ou simplesmente, “a pertence a A”. Na sim-
bologia matemdtica, escrevemos:

aecA.

No caso de um elemento, por exemplo, b ndo pertencente a esse conjunto
A, escrevemos:
agA.

A representacdo de um conjunto pode ocorrer de trés formas diferentes,
cOmo veremos a seguir:

I. Nomeando seus elementos entre chaves e separados por virgulas.
Como exemplo, considere o conjunto S dos dias da semana. Podemos repre-
sentd-lo na forma:

S = {domingo, segunda, terca, quarta, quinta, sexta, sabado}.

II. Descrevendo um propriedade que caracteriza seus elementos. Nesse
caso, o conjunto S acima pode ser indicado na forma:
S={x|xéum dia da semana}.

A “leitura” que podemos fazer da linha acima € “o conjunto S é formado por
todo elemento x tal que x ¢ um dia da semana”.

III. Usando o diagrama de Venn, que ¢ uma forma grafica de representa-
¢do de conjuntos e bastante util na resolucdo de problemas e representacdes de
operacdes entre conjuntos. O conjunto S dos dias da semana pode, entdo, ser

representado por diagrama como a seguir:
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domingo segunda
terca  quarta quinta
sexta sabado

A indicacdo do numero de elementos de um conjunto S pode ser feita utili-
zando-se a notacdo n(S). No caso do conjunto S dos dias da semana que acaba-
mos de ver, temos n(S) = 5.

1.2 Tipos especiais de conjuntos e subconjuntos

Criada pelo matemadtico russo Georg Cantor (1845-1918),a “Teoria dos Conjun-
tos” serve de base para fundamentar diversos conteudos matematicos. Varios
problemas légicos podem ser modelados através dos conceitos, representacdes
e operacgoes de conjuntos. Temos o habito de raciocinar através da utilizacdo da
ideia de conjuntos.

Uma linha de producio industrial, por exemplo, € composta por diversos
setores que desempenham funcdes diferentes, mas que pertencem ao mesmo
conjunto. Vocé mesmo pode ser considerado um elemento do conjunto de pes-
soas que habitam a cidade em que vocé reside. Os outros habitantes (elemen-
tos) sdo pessoas que possuem pelo menos uma caracteristica comum avocé (re-
sidem na mesma cidade), mas diferem-se por ndo compartilharem exatamente
as mesmas caracteristicas. Hd quem tenha o mesmo sexo, a mesma idade ou o
mesmo emprego que vocé, mas nem todas as caracteristicas sdo coincidentes.

Quando vocé deseja realizar uma pesquisa na internet através de um site de
busca, vocé digita uma palavra-chave relacionada ao assunto. Por exemplo, con-
sidere uma pesquisa sobre “teoria dos conjuntos”. O site apresentard, dentre
o universo de sites cadastrados, aqueles que tém relacdo com a palavra-chave
digitada. Os sites apresentados como resultado da busca, constituem um con-
junto. Depois, vocé pode selecionar somente aqueles sites indicados pelo seu
antivirus como seguros. Dai, um novo conjunto, que ¢ subconjunto do anterior.

Definimos com subconjunto de um conjunto A, o conjunto formado so-

mente por elementos que pertencem a A. Veja o exemplo seguinte.
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EXEMPLO

Seja A ={1,2,3,4,5,6,7}. Podemos considerar o conjunto B = {2,4,6} como um subconjun-
to de A. Nesse caso, dizemos que “A contém B” (A = B) ou que “B estd contido em A" (B < A).
Se um conjunto B esta contido em A (B < A), dizemos que se x € B, entdo x € A. Pode-

mos representar essa relacao também através de diagramas. Veja.

BcAouA>DB

Os simbolos € (“pertence a") e ¢ (“ndo pertence a"), que vimos na secao anterior, somen-
te devem ser utilizados quando se deseja indicar a relagao existente entre um elemento e um
conjunto. J& os simbolos < (“esté contido”) e & (“ndo esta contido”) séo utilizados para indicar
a relagéo existente entre dois conjuntos. Por exemplo, considere o conjunto A = {a, b, ¢, d}
e 0s seus subconjuntos B = {a, b} e C = {b}. A partir deles podemos, por exemplo, escrever:
"ach
"aeB;
=agh
beC
{b} = C;
 BcA;
CcBcA;
s JcC A

Destacamos que todo conjunto pode ser considerado um subconjunto de si mesmo, ou
seja, qualquer que seja o conjunto A, temos Ac Aou A A.
Quando um conjunto ndo possui nenhum elemento ele € denominado conjunto vazio e

pode ser representado por {} ou &.
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Se um conjunto V é vazio, podemos representé-lo por V = {} ou V = &. Tome certo
cuidado, pois, se vocé escrever V = {J} a representacdo € de um conjunto formado por um

elemento que é o simbolo entre chaves. Portanto, deixa de ser um conjunto vazio.

Alguns exemplos de conjuntos vazios sdo apresentados a seguir:
= A ={x|xéum dia semana comegado com letra “r'}
"B={yeR|[x*=1}

= C = {ndmeros primos pares maiores que 2}

Um conjunto unitario é aquele que possui apenas um elemento.
Para um conjunto genérico A, temos também o chamado conjunto das partes de A, que

é o conjunto cujos elementos sdo todos os subconjuntos de A. Veja o exemplo a seguir:

Dado o conjunto A = {2, 3, 4}, o conjunto das partes de A, que denotaremos por P(A) é

dado por:

P(A)={2{2}.{3}.{4}.{2.3}.{2.4}.{34},{2.3,4}}

Observe que o conjunto vazio € um dos elementos do conjunto das partes de A. Vale
também observar que os elementos de um conjunto das partes também sdo conjuntos. En-

tdo, nesse caso, podemos, por exemplo, utilizar as relagcdes de pertinéncia:
DeP(A), {2} eP(A)e {2,8,4} € P(A)
Um conjunto é classifica como conjunto finito quando possui uma quantidade limitada

de elementos. Veja, a seguir, alguns exemplos de conjuntos finitos e diferentes formas de

repreenta-los.

a) Conjunto das letras vogais: A = {a, &1, 0, u}.
b) Conjuntos dos ndmeros primos menores que 20: B =1{2,3,5,7, 11,13, 19}.

c) Conjunto dos ndmeros impares menores que 50: C = {1, 3,5, 7, .., 49}
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Note, no caso apresentado no item (c), que, como ha uma grande quantidade de elemen-
tos no conjunto, podemos colocar apenas os seus primeiros elementos, até que fique evidente
a propriedade que os define e, em seguida, colocamos reticéncias e o Ultimo dos elementos.

Um conjunto infinito é aquele que possui uma quantidade ilimitada de elementos. Veja

alguns exemplos a seguir.

a) Conjunto de todos os nimeros pares positivos: D = {2, 4, 6, 8, ..}

b) Conjunto dos nimeros naturais: N = {0, 1, 2, 3, 4. .}

O conjunto apresentado no item (b) € um tipo de conjunto numérico que seré estudado
mais adiante. Também veremos outros tipos e outras formas de representagdo de conjun-
tos infinitos.

Dizemos que dois (ou mais conjuntos) sdo iguais quando possuem exatamente os mes-

mos elementos. Veja o exemplo a seguir.

Considere os seguintes conjuntos:
* A=1{23,4,5,6}
*B=1{6,54,32}
* C={2,3,4,56,.}

Podemos afirmar que os conjuntos A e B séo iguais, pois possuem os mesmos elemen-
tos. O fato de eles estarem em ordens diferentes ndo nos impede de concluir pela igualdade
entre os conjuntos. Costumamos ordenar os nimeros (ou letras, quando for o caso) por uma
questao apenas de organizagdo. Mas, quando alteramos a ordem dos elementos de um con-
junto, este continua sendo o mesmo.

Com relagéo ao conjunto C ndo podemos dizer que ele é igual aos conjuntos A e B, pois
ele possui outros elementos que ndo pertencem a estes dois Ultimos. O uso das reticéncias

nos faz concluir, inclusive, que ele é um conjunto com infinitos elementos.

1.3 Operacdes elementares em conjuntos

Veremos, a seguir, as operacdes que podemos realizar com os conjuntos. Tais
operacdes serdo uteis na resolucdo de alguns problemas ldgicos.

CAPITULO 1 m ]5



1.3.1 Uniado

Dados dois conuntos A e B, a sua unido, denotada por “A U B” € um conjunto

formado por todo elemento que pertence a A ou a B ou a ambos.

A B

AUB

Utilizando a notacdo de conjuntos, podemos definir a unido como:
AUB={x|xeAouxeB}.

2% EXEMPLO

Exemplo 1.7

Sejam A ={a,b,c,d, e} e B=1{d, e f, g} A unido de A com B & dada por:
AUB={abcdefg}k

A unigo de A e B, desse exemplo, também pode ser apresentada através de diagramas

COmo a seguir.

1.3.2 Interseccéo

Dados dois conjuntos A e B, a intersecdo de ambos, denotada por “A N B” é um
conjunto formado por todo elemento de A que também pertence a B. Em outras
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palavras, a interseccéo entre dois conjuntos é um conjunto formado pelos ele-
mentos comuns a ambos.

A representacdo da interseccdo através de digramas pode ser feita da se-
guinte forma:

ANB

Utilizando a notacdo de conjuntos, podemos definir a interseccdo como:
AnB={x|xeAexeB}.

EXEMPLO

Sejam A ={a, b, c,d,e}e B=1{d, e f, g} Ainterseccio de A com B ¢ dada por:
AuB={d ek
1.4 Diferenca

Dados dois conjuntos A e B, a diferenca entre eles, nesta ordem, denotada por

“A - B” é um conjunto formado por todo elemento de A que néo pertence a B.

A B
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Diferentemente das operacdes de unifo e interseccdo, a diferenca ndo apre-
senta a propriedade comutativa, isto &, se alterarmos a ordem dos conjuntos
que estdo operando, temos um novo resultado. Veja, abaixo, a representacéo da

operacdo “B-A”.

B-A

Utilizando a notacéo de conjuntos, podemos definir as diferencas “A-B” e
“B-A”, respectivamente, como:
A-B={x|xeAex¢B}
B-A={x|xeBexgA}

EXEMPLO

Sejam A ={1,2,3 ,4,b} e B =12, 4, 6}. Podemos estabelecer as diferencas
A-B={1,35bleB-A={6}

Dados dois conjuntos A e B que A c B, definimos o complementar de A em rela-
cdo a B, denotado por “A®” ou “ A", comoo conjunto formado por todo elemen-
to de B que ndo pertence a A.

Arepresentacdo do complementar de A em relacdo a B, através de digramas,

pode ser feita na forma:
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Utilizando a notacdo de conjuntos, podemos definir o complementar de A
em relacdo a B como:
A ={x|xeAexgA}.

EXEMPLO

Considere os conjuntos A ={1,2 3} e B = {1, 2, 3, 4, 6, 9}. O complementar de A em
relacdo a B é dado por A =1{4,6, 9]

CONEXAQ

Um video que apresenta de forma interessante a teoria de conjuntos esta no endereco:

<http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1075>. Vale a pena conferir!

1.5 Aplicacdes das operacdes com conjuntos e principio da inclusao
e exclusao

Nesta secdo, apresentaremos exemplos de problemas cujas resolucdes podem
ser efetuadas com auxilio da teoria de conjuntos e um principio simples, de-
nominado principio da inclusido e exclusio, que refere-se ao nimero de ele-
mentos da unifo de dois ou mais conjuntos. Representar tais situacdes através
de diagramas e compreender o significado das operacdes com conjuntos sdo
recursos bastante interessantes para ajudar na compreensao, analise e resolu-
cdo dos problemas.
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EXEMPLO

A quantidade de elementos em um conjunto A é 20, num conjunto B é 12 e na intersec-
¢8o de ambos é b. Qual é a quantidade de elementos da unio de A com B?

Esse é um problema bem elementar. N&o ¢ dificil chegar a sua resposta. O que se deseja
determinar, aqui, € n (A U B) sabendo que n (A) = 20,n (B) = 12 e n (A N B) = 5. Se somar-
mos n (A) = 20 com n (B) = 12, obtemos 32 elementos. Mas, nessa soma, os b elementos da
interseccao de A com B foram considerados duas vezes, pois pertencem a A e a B. Devemos,
portanto, subtrair 5 do resultado da soma, obtendo o valor 27.

Esse procedimento para determinar a quantidade de elementos na uniéo de dois conjun-
tos é denominado principio da incluséo e exclusdo e pode ser generalizado. Sendo assim,

podemos escrever que:

n(AuB)=n(A)+nB)-n(ANnB)

E se desejarmos determinar a quantidade de elementos de 3 conjuntos, como podemos

escrever essa relacdo? Isso fica como exercicio (veja a atividade 16 ao final deste capitulo).

Uma pesquisa de mercado foi realizada com 450 consumidores para que indicassem
o consumo de um ou mais de trés produtos selecionados, A, B e C. Alguns dos resultados
obtidos séo apresentados a seguir:
= 40 consomem os trés produtos;
= 60 consomem os produtos A e B;
= 100 consomem os produtos B e C;
= 120 consomem os produtos A e C;
= 240 consomem o produto A;

= 150 consomem o produto B.

Considerando que 50 das pessoas que responderam que ndo consomem nenhum dos

trés produtos, responda:
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a) Quantas consomem somente o produto C?
b) Quantas consomem pelo menos dois produtos?

c) Quantas consomem o produto A e o produto B e ndo consomem o produto C?

Uma forma bem interessante e &gil de resolver esse problema é utilizando diagramas
para os trés conjuntos A, B e C que sdo, respectivamente, aqueles que representam os en-
trevistados que consomem os produtos A, B e C. Esses trés conjuntos estdo contidos num
conjunto maior que denominamos conjunto universo U (que contém todas as pessoas

participantes da pesquisa). Temos, entéo, a seguinte representacéo:

A B | U

C

Com as informagdes dadas, podemos preencher parte dos espacos definidos pelos con-
juntos A, B e C. Para facilitar a indicacéo dos célculos e do raciocinio utilizados na resolugo,
vamos denotar por x,, X,, .. , X @s quantidades das regides determinadas pelo conjunto uni-

verso e pelos conjuntos A, B e C, como mostra a figura seguinte:

A B | U

o/

Quando vocé estiver resolvendo problemas desse tipo, ndo é preciso utilizar as incég-
nitas x,, X, .. , X, da forma que apresentamos aqui. Os valores obtidos para tais incégnitas
podem ser langados diretamente nos diagramas. Esse procedimento esté sendo feito apenas

para tornar as explicagdes mais claras.
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Cada valor x refere-se a quantidade de pessoas que consome um ou mais produtos. A
seguir, a indicagdo da representagdo de cada valor:

= X,: quantidade de entrevistados que consomem somente o produto A.

x

,: quantidade de entrevistados que consomem somente o produto B.

* x,: quantidade de entrevistados que consomem somente o produto C.

= x,: quantidade de entrevistados que consomem somente os produtos A e B.

* X, quantidade de entrevistados que consomem somente os produtos A e C.

* X4 quantidade de entrevistados que consomem somente os produtos B e C.

= X,: quantidade de entrevistados que consomem os trés produtos.

[
x

¢ quantidade de entrevistados que ndo consomem nenhum dos trés produtos.

Se comecarmos, por exemplo, pela informagéo “240 consomem o produtos A", teremos
dificuldade para distribuir esse valor corretamente. O mesmo acontece, por exemplo, com
informagdes do tipo “60 consomem os produtos A e B”, pois ela nos remete a interseccao
dos conjuntos A e B. No entanto, essa intersecgéo esta dividida em duas regides. Devemos,
portanto, comegar com as informagdes “40 consomem os trés produtos” e “hd 50 pessoas
que responderam que ndo consomem nenhum dos trés produtos”. Essas informagdes nos
indicam, sem deixar divida alguma, os valores de x, e x, respectivamente.

Assim, podemos atualizar as informagdes dos diagramas:

A B |V

o/

50

Agora, podemos inserir as informacdes que referem-se as pessoas que consomem dois
dos trés produtos, obtendo os valores de x,, x; € x,. Vamos ver, por exemplo, como determinar
o valor de x,. Como ha 60 pessoas que consomem os produtos A e B, mas j& vimos que ha 40
que consomem A, B e C (g, portanto consomem A e B), entéo o valor de x, € obtido através
da diferenca 60 — 40 = 20. De forma anéloga determinamos os valores 80 e 60 para x; € x,,

respectivamente. E, dessa forma, o diagrama fica assim:
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Finalmente, utilizamos as informagdes “240 consomem o produto A" e “150 consomem
o produto B”. Como no diagrama de A jé ha 140 pessoas (20 + 40 + 80), entéo o valor de
x, € 100. No caso do diagrama de B, o valor de x, € igual 30 (150 menos a soma de 20, 40
e 60). Nosso diagrama, agora, estd quase completo. Veja:

Agora, falta-nos determinar o valor de x, (que € quantidade de pessoas que consomem so-
mente o produto C). Se somarmos todas as quantidades do diagrama (incluindo o valor de x,),
temos que obter o resultado 450 (total de pessoas participantes da pesquisa). O valor de x,
seré obtido, portanto, da seguinte forma:

x, = 4560 - (100 + 20 + 30 + 80 + 40 + 60 + 50)
x, = 450 - 380
X, =70

Portanto, as respostas das alternativas sédo:
a) 70 pessoas;
b) 20 + 80 + 60 + 40 = 200 pessoas;
c) 100 + 20 + 30 = 150 pessoas.
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Considere trés conjuntos X, Y e Z tais que:
“n(XNnY)=26
*n(XnZ2)=10
"n(XNnYN2="7

Qual é quantidade de elementos do conjunto X N (Y U Z)?

Podemos iniciar construindo os diagramas dos conjuntos X, Y e Z e destacando a drea
que representa o conjunto X N (Y U Z) para sabermos quais valores serdo necessdrios para
que cheguemos ao resultado do problema. A unido de Y e Z pode ser representada como

na figura abaixo.

z

Dessaforma,ainterseccdodessaunidocomoconjunto X,queérepresentadapor X (Y UZ)

pode ser representada como mostrado na figura abaixo.

z

Os valores a, a, e a3 mostrados na figura podem ser determinados a partir das informa-
¢bes dadas no enunciado do problema. Como n (X n'Y n Z) = 7, concluimos que a, ="T.
Comon (X NY) = 26 e j4 temos a, = 7, entéo a, = 19, pois a soma de a, com a, tem que
ser igual a 26. De forma semelhante, chegamos ao valor de a, que é 3 (10 - 7). O diagrama

com os valores € apresentado a seguir.
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Logoon(Xn(YuZ)=19+7+3 =29

Nas atividades deste capitulo hda mais uma série de problemas que podem
ser resolvidos através da utilizacdo da teoria de conjuntos. Ressalte-se que essa
ndo é a unica forma de resolucdo de tais problemas, mas a clareza que tais
procedimentos conferem a modelagem do problema, permitindo-nos racioci-
nar de forma ldgica, faz com que seja uma das formas mais utilizadas nesses
casos. O cdlculo de probabilidades também utiliza frequentemente a teoria
de conjuntos.

Vocé verd, mais adiante, que em outros assuntos da matematica também ha
referéncias aos conjuntos e as suas operacdes, como, por exemplo, na resolu-

¢do de equacdes e nos problemas de légica matematica.
1.6 Conjuntos numéricos

O desenvolvimento da Matemadtica sempre teve estreita ligacdo com necessida-
des humanas. Pode nos parecer, por vezes, que essa ciéncia é exageradamente
abstrata, mas ela nos proporciona técnicas muito eficientes para a resolucdo de
problemas préticos e concretos de nosso cotidiano, seja em nossa vida particu-
lar ou profissional.

Assim como nos primeiros anos de nossas vidas, passamos a ter a necessi-
dade de efetuar contagens, na histéria do homem néo ocorreu de forma dife-
rente. Havia a necessidade primdria de se contar os animais de um rebanho,
por exemplo. Comeca, entfio, a surgir a ideia dos numeros que hoje denomina-
mos naturais. O conjunto dos numeros naturais, que denotamos por Image, é:

N={0,1,2,3,4,5,..}
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Em certa época de seu desenvolvimento, com o surgimento do comércio, o
homem passa a ter a necessidade de uma representacio para a “falta” de algo. E
como nos dias de hoje representamos um saldo devedor em uma conta corren-
te. Originou-se entdo o conceito de nimeros negativos e a unifo deles com os
naturais resultou no conjunto dos nimeros inteiros, denotado por Z:

z={..,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,..}

Podemos representar o conjunto Z na reta numérica da seguinte forma:

I I
I I
-6 -5-4 -3 -2 -101 2 3

1
I I
5 6

A~ 4

O sinal “ -7, que utilizamos para representar valores negativos, confere ao
numero o significado de oposto ou simétrico, ou seja, aquele valor que estd a
mesma distancia do zero, mas do outro lado (lado oposto) da reta numérica. O
valor “~4”, por exemplo, é o oposto (ou simétrico) de “4”. Decorre de seu signifi-
cado aquela regra tio mencionada de que “menos com menos d4 mais”. E que,
se “~4” € o oposto de 4, entdo “~(-4)” é o oposto de “~4” que, por sua vez, é igual
a 4 (positivo).

Com os numeros inteiros é possivel realizar diversos calculos importantes,
mas quando necessitamos realizar divisdes como, por exemplo, dividir o lucro
em uma sociedade, mesmo que estejamos dividindo um numero inteiro por
outro também inteiro, essa divisdo pode ndo ser exata, ou seja, hd um resto di-
ferente de zero ou o quociente é um numero néo inteiro.

Houve uma época em que o homem passou a ocupar propriedades e a ter
necessidade de dividi-las. Nesse processo, percebeu a necessidade de uma re-
presentacdo para quantidades ndo inteiras, como resultado da divisdo de dois
numeros inteiros. Surgem, entdo, 0s nimeros racionais, cujo conjunto é deno-
tado por Q:

a *
={—,a€Z,beZ
Q {b ae € }

Perceba que, nesse caso, ndo é possivel representar o conjunto mostran-
do alguns de seus elementos, pois, entre dois numeros racionais ha infinitos
outros racionais. Quando nos referimos aos nimeros naturais ou inteiros, se

consideramos, por exemplo, as quantidades 4 e 5, sabemos que entre eles ndo
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hd nenhum outro inteiro ou natural. No entanto, com relacio ao conjunto dos
numeros racionais, se destacarmos dois numeros, por mais proximos que este-
jam, conseguimos determinar uma infinidade de outros valores racionais.

Por exemplo, entre os valores 4 e 5, temos 4,1; 4,2; 4,3; etc. Se tomarmos o
4eo04,1,temos 4,01; 4,02; 4,03; etc. Aumentando o numero de casas decimais,
sempre encontraremos outros racionais entre dois quaisquer.

H4 nimeros que nido conseguimos escrever como uma fracdo de dois intei-
ros. Alguns exemplos sdo:

+ o numero « (aproximadamente 3,14), tdo utilizado nos cédlculos de areas
de circulos, comprimentos de circunferéncias e medidas de angulos;

+ o0 numero e (aproximadamente 2,72), que é base do logaritmo natural e
tem bastante utilizacdo em célculos financeiros, de crescimento exponencial
entre outras;

« raiz quadrada de nuimeros primos V2,43, 45, etc.

Tais numeros sdo denominados irracionais e podem ser denotados por Q’
(conjunto complementar do conjunto dos nimeros racionais).

Podemos dizer que o conjunto dos racionais contém o conjunto dos intei-
ros que, por sua vez, contém o conjunto dos naturais. E todo nimero que nédo
pertence ao conjunto dos numeros racionais € considerado irracional. A unido
dos racionais e dos irracionais constitui o conjunto dos numeros reais. Este é
denotado por R e compreende todos 0os numeros com os quais nos defronta-
mos em nosso cotidiano.

Conjunto dos nimeros reais
Na Matemadtica, ha um conjunto que contém o conjunto dos numeros reais,

que é o conjunto dos numeros complexos, mas que ndo abordaremos pelo fato

de seu uso ser muito especifico e ndo apresentar utilidade para o seu curso.
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1.7 Intervalos numéricos

Na maior parte das aplicacdes envolvendo conjuntos numéricos, fazemos refe-
réncia ao conjunto dos numeros reais. E hd trés formas bem interessantes de
representar esse conjunto, (e seus subconjuntos). Uma delas é utilizando a no-
tacdo de conjuntos. As outras sdo representacoes que referem-se a intervalos,
tanto de forma numérica como grafica.

Esses intervalos podem ser abertos, fechados ou semiabertos. Vamos to-
mar certo cuidado. Quando falamos em intervalo aberto, ndo estamos queren-
do dizer que o intervalo € ilimitado. Vejamos a diferenca no exemplo a seguir.

EXEMPLO

Considere um intervalo numérico composto por todos os niimeros reais maiores ou igual
a 2. Este é um intervalo que nés consideramos ilimitado, pois ndo ha nenhum valor que o
limite superiormente. A esquerda ele é limitado pelo valor 2. Dizemos, inclusive, que ele é
fechado a esquerda, o que significa dizer que o seu menor valor é o 2.

Agora considere o intervalo composto por todos os nimeros reais maiores que 2 e me-
nores que 5. Este intervalo contém, assim como o anterior, infinitos valores reais. Mas, isto
n&o significa que ele seja ilimitado. Ele possui limites: 0 2 e o b. Contudo, note que esses
valores ndo pertencem ao intervalo. Além disso, dizemos que este intervalo é aberto, tanto a
esquerda quanto a direita. Mas por que aberto?

O termo aberto, nesse caso, refere-se ao fato que o intervalo ndo possui um valor mi-
nimo e nem méximo. Mas, ele é limitado! Tente responder & pergunta: qual € o menor valor
do intervalo?

A resposta ndo é “2" porque ele ndo pertence ao intervalo. Vocé pode pensar no “2,1", por
exemplo. Mas, ha infinitos valores menores que o “2,1" e que sdo maiores que “2". Eis alguns
deles: 2,01; 2,08; 2,002; 2,0001; entre tantos outros. Entdo, ndo confunda intervalo aberto
com intervalo ilimitado.

A seguir, veremos as trés formas que podemos utilizar para representar intervalos numé-

ricos reais e os tipos de intervalos.
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Intervalos abertos
Jla,b[={x e RZa< x < b}

Fa" Y} R
S A ~
a b

O intervalo Ja, b[ é composto por todo nimero real maior que a e menor que b.

Intervalos fechados
[a,b]={x e R/a<x<b}

L @ >R
b

a

O intervalo [, b] é composto por todo ndmero real maior que a e menor que b e também

pelos valores a e b.

Intervalos semiabertos
Um intervalo pode ser aberto de um lado e fechado de outro. Vejamos.
[a,b[={x e R/a<x<b}

@ O > R
a b

O intervalo [a,b[ é composto por todo niimero real maior ou igual a a e menor que b.
labl={x e R/a< x<b}

Fa
O 4 >R
a b

O intervalo Ja,b] é composto por todo niimero real maior que a e menor ou igual a b.

Intervalos infinitos
Um intervalo pode ser fechado de um lado e ilimitado do outro ou, ainda, aberto de um
lado e ilimitado do outro. Vejamos:

[a, o[ ={x e R/ x>a}

® > R

a
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O intervalo [a, oo é composto por todo niimero real maior ou igual a a. O simbolo ‘"
indica o infinito.

J-o,a] ={x e R/ x < a}

\4
o

e
\J
a
O intervalo ] -0, a[ é composto por todo nimero real menor que a.

Como os intervalos reais sdo conjuntos numéricos, € possivel realizar, com eles, as opera-
¢des de unido, intersecgao, diferenca e complementar as apresentadas anteriormente. Mas,

nesse caso a determinacéo dessas operagdes ficard como exercicio.

CONEXAQ

Um video muito interessante que apresenta, entre outras coisas, a histéria do desenvolvimen-
to do sistema de numeragao indo-arébico esta disponivel no endereco: <http://tvescola.mec.
gov.br/index.php?option=com_zoo&view=item&item_id=256>.

Vale a pena assisti-lo, principalmente a primeira parte. Seus produtores defendem a va-
liosa contribuicdo dos chineses na construcédo de nosso sistema de numeracao. E o desen-
volvimento dos sistemas de numeracéo tém intima relagdo com o surgimento dos conjuntos
numeéricos. Ele estd dividido em duas partes, sendo que somente a primeira trata desse as-

sunto. O nome do video é “Os Génios do Oriente”.

1.8 Valor absoluto de um nimero

Das ilimitadas aplicacdes que fazemos com os nimeros em nosso cotidiano,
sejam eles positivos, negativos ou nulo, ha algumas (e nfo sdo poucas!) em que
nos interessa apenas a distancia de cada um deles até o zero (que € a origem
da reta numérica real). Isto quer dizer que podemos nio estar interessados no
“sinal” do numero, mas apenas na magnitude que ele representa.

Essa distancia de cada numero até o zero, na reta numérica, € denominada
modulo ou valor absoluto desse numero. Na figura seguinte, veja a representa-
cdo dos modulos de 5 e -5.
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t t t t t t t t t t

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

O exemplo a seguir apresenta os mdédulos de mais alguns valores reais.

EXEMPLO

a) |b=5b
b) |-5/=5
c) [0/=0
d) |-2,85| =285
e) g‘ :2
bl b

De forma geral, dado um ndmero a real qualquer, como podemos determinar seu médulo?
Se a for positivo, seu médulo seré o préprio a. Se for negativo, seu médulo serd o seu

oposto. Se for nulo, seu médulo serd zero. Simbolicamente, temos:

la|=a, se a>0;
la| =0, se a=0;

la| =-a, se x<O.

Como podemos determinar o médulo de uma expressao algébrica?

Veja no exemplo a seguir.

Para determinar o médulo [3x + 71, devemos considerar as seguintes possibilidades:

. [3x+7|=38x+7 , se 3x+7>0 , ouseja, se ><>—g;
. 7
Il [3x+7|=0, se3x+7=0, ouseja, se x:—g;
. 7
. \8x+7\:7(8x+7) , s 3x+7<0 , ouseja, se x<7§;

Nos exemplos a seguir, veja algumas situagdes que podem ser solucionadas utilizando a

definicdo de médulo apresentada acima.
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Exemplo 1.17

Resolva a equagéo |X - 7| = 2.

Para resolver equagdes que envolvem o médulo da incégnita, € preciso, primeiro, “elimi-
nar” esse médulo. Nesse caso, temos que considerar:
L [x=7l=x-7,sex—=7>0,0useja sex>7 Daitemosx-7=2—>x=9;

I [x-7l=-(xx-"7),sex—7 < 0,ou seja se x < 7.Dal,temos -x + 7 = 2 — x =5.
N&o consideramos, nesse caso, a possibilidade do médulo de x — 7 ser igual a zero pelo
fato de, na equacao, ele estar igualado a 2.

Portanto, o conjunto solugéo da equagédo acima é S = {5, 9},

Exemplo 1.8

Resolva a equagdo

—x+4‘
=x-1.
2

Inicialmente, consideramos que:
[-x+4|  —x+4 o X+4

>0, ou seja, se x < 4. Dal, temos

| 2 | 2 o
_X;A' Cxdm A e x4 4-0x—2x =0,
L. —x+4 =O,se_X+4:O,ouseja,sex=4.Da|',temos
X s 0ox—Tmx =
1l |_X+4|:—_X+4,se_x+4<0,ouseja,sex>4.Da|',temos
| 2 | 2 2
_x9+4 S T e VIR TR VI SNV |

B2V ATIVIDADES

01. Represente através de diagramas de Venn, os seguintes conjuntos:
a (AnB)-C c B-AuUB-0)
b) A-(BuC) d B-AnB-0)
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02.

a)
b)
c)
d)

03.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9

04.

a)
b)

05.

Utilizando diagramas, verifique a validade das seguintes propriedades:
SeAcB,entfitoAnB=AeAuUB=B.

ANB)NC=ANnBANC) (propriedade associativa)
AuB)uC=AUBUCQC) (propriedade associativa)
ANnBul) =(AnB)UANC) (propriedade distributiva)

Dados os conjuntos A =1{2,4,6,8,10},B ={1,3,5,7,9} e C = {6, 8}, determine:
AuUB

An(BNC)

Complementar de C em relagéo a A.

A-C

Complementar de B n C em relagdo a A.

AuBNC)

AuB)N(AUC)

Dados os conjuntos A={x e R/6<x<9leB={xeR/7 < x<9} determine:

AuUB c) B-A
AnNB
Dados os conjuntos A = [-2, 6] e B =[2, 8[, determine e represente graficamente

0s conjuntos:

a)
b)

06.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9
h)
i)
)

AuB c B-A
AnNnB

Considere os intervalos reais A = 3, 7], B =[5, «o[ e C = |-, 4[. Determine:
AuB

BuC

AnB

AnC

A-B

B-C

C-B

O complementar de A em relagéo ao conjunto dos nimeros reais (R).

O complementar de B em relacéo ao conjunto dos ndmeros reais (R).

O complementar de C em relacdo ao conjunto dos nimeros reais (R).
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07. Uma pesquisa sobre o consumo de trés produtos A, B e C foi realizada e os resultados

sao apresentados na tabela a seguir:

PRODUTOS A B C AeB AeC BeC AeBeC Nenhum

T NN 120 70 230 30 | 256 | 40 15 X

Determine a quantidade de pessoas entrevistadas que consomem:
a) Somente o produto B;
b) Somente um produto;
c) Somente dois produtos;
d) AoubB;

e) A, mas nao consomem C;

08. (PUC-RJ) Um levantamento sécio-econdmico entre os habitantes de uma cidade re-
velou que, exatamente: 17% tém casa prépria; 22% tém automével; 8% tém casa prépria e

automével. Qual o percentual dos que néo tém casa prépria nem automével?

09. (PUC) Numa comunidade constituida de 1800 pessoas hé trés programas de TV fa-
voritos: Esporte (E), novela (N) e Humanismo (H). A tabela abaixo indica quantas pessoas

assistem a esses programas.

PROGRAMAS E N H EeN EeH NeH ENeH Nenhum

(DA EEHINNE 400 1200 1080 220 180 800 100 X

Através desses dados verifica-se que o nimero de pessoas da comunidade que nao

assistem a qualquer dos trés programas é:

a) 200

b) Os dados do problema estéo incorretos.
c) 900

d) 100

e) Nda
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10. (UFF) Os conjuntos ndo-vazios M, N e P estdo, isoladamente, representados abaixo.

Considere a seguinte figura que estes conjuntos formam.

A regiéo hachurada pode ser representada por:

a) MUNANP) d N-(MuP)
b) M=-(NUP) e) NuPnM)
c) MAN-P)

11. (UFG) A afirmacéo “Todo jovem que gosta de Matematica adora
esportes e festas” pode ser representada segundo o diagrama:
M = {jovens que gostam de matematica}
E = {jovens que adoram esportes}

F = {jovens que adoram festas}

M

@

a) d)

® 9

b) e)

9

o)
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12. (UFAL) Na figura abaixo tém-se representados os conjuntos A, B e C, ndo disjuntos.

A regido sombreada representa o conjunto:
a)C-(AnB)

b)(AnB)-C

coAuB)-C

dAUBUC

e)AnBnNC

13. Estabelega uma férmula que sirva para determinar a quantidade de elementos da uniéo

de trés conjuntos A,B e C.

14. Resolva as seguintes equagoes modulares:

1

a Bx—-T|=—

) -7

b) i:lzzo
X

9 3x—1:3
2—-x

d) |2-bx|=|x+4|

REFLEXAQ

Diversos problemas com os quais nos deparamos podem ser resolvidos de varias formas.
Algumas sé@o mais diretas e simples, outras mais complexas e elaboradas. O papel da Mate-
matica, nesses casos, é oferecer formas claras e simples de resolver tais problemas. Como
muitos deles apresentam semelhangas, € comum se estabelecer modelos matematicos de

resolugéo. E um desses modelos foi abordado nesta unidade quando utilizamos as operacdes
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com conjuntos na resolugéo de problemas légicos. Determinar a quantidade de elementos
que pertencem a interseccao e a unido de dois ou mais conjuntos, bem como determinar a
quantidade de elementos que cada conjunto possui, entre outras informacdes, foi de grande
utilidade na resolucao de diversos problemas de ordem pratica.

Além das aplicagdes aqui apresentadas, os conjuntos séo utilizados na definigdo de fun-
¢oes matematicas, por exemplo, e em muitos outros assuntos da Matematica. Tém larga
utilizagao também no célculo de probabilidades.

Estudamos também os intervalos reais (que s&o conjuntos numéricos) e o médulo ou va-

lor absoluto de um nimero. Sao entes mateméticos de larga aplicagdo no estudo de fungdes.
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2. Contagem

A origem da Matematica estd ligada a necessidade do homem em realizar con-
tagens. E, nos dias atuais, continuamos a aplicar processos de contagens em
diversas situacdes-problemas. Vocé, por exemplo, nunca teve interesse em sa-
ber quantos jogos diferentes podem ser feitos numa loteria do tipo da Mega
Sena? Ou qual é a chance de alguém descobrir, ao acaso, a senha do seu car-
tdo bancdrio?

Ha uma parte da Matematica, denominada Andlise Combinatoria, que tra-
ta desses e de outros processos de contagem. Trata-se de uma ferramenta im-
portante na resolucio de diversos problemas de nosso cotidiano e no cdlculo de
probabilidades. Neste capitulo, veremos algumas técnicas bastante uteis que
envolvem contagem de eventos.

OBJETIVOS

= Compreender diferentes técnicas de contagem de eventos;

= Aplicar técnicas de contagem na resolucéo de problemas.

2.1 Principio das casas de pombos

H4, na Matematica, diversos principios bem simples, e que nos parecem com-
pletamente dbvios. No entanto, apesar da simplicidade, tém uma infinidade de
aplicacdes. Talvez seja ai que comecem a surgir as dificuldades: conseguir re-
lacionar tais principios, ou a teoria, de forma geral, com as aplica¢des praticas.

O principio das casas de pombos (ou principio das gavetas) ¢ um deles.
Ele trabalha com uma ideia bem simples. Considere, por exemplo, que exis-
tam 5 pombos e 4 casas nas quais iremos acomodaé-los. Se tentarmos distribuir
igualmente os pombos nessas casas, concluiremos que uma das casas devera
acomodar dois pombos.

Em sua forma mais simples, este principio pode ser enunciado como

a seguir.

“Se tivermos n + 1 pombos para serem colocados em n casas, entdo, pelo menos

uma casa, devera conter, pelo menos, dois pombos”
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Realmente, muito simples! Concorda?

Mas, nas aplicacoes que fazemos desse principio na resolucio de situagoes
-problemas envolvendo contagens, a dificuldade pode aparecer na determina-
cdo de qual grandeza representa a quantidade de “pombos” e qual representa
a quantidade de “casas”.

Vamos, entdo, ver trés exemplos para ilustrar a aplicacdo deste principio.

EXEMPLO

Quantas pessoas, no minimo, deve conter um grupo para que, pelo menos duas delas
facam aniversério no mesmo més?

Nesse caso, consideramos como “ndmero de casas” a quantidade de meses do ano, ou
seja, n = 12. J4 o “ndimero de pombos" relaciona-se com a quantidade de pessoas no grupo.

Entéo, devemostern + 1 = 12 + 1 = 13 pessoas.

Num depésito ha 10 caixas que contém um certo tipo de componente eletrénico. Sabe-
se que, em cada uma delas, hd, no méximo 7 pecgas com defeito. Prove que hd, no minimo,
duas caixas com a mesma quantidade de pecas defeituosas.

Relacionamos a quantidade méxima de pegas defeituosas de cada caixa com o “nu-
mero de casas”, isto & n = 7. Sendo assim, a quantidade minima de caixas que deve haver
no depdsito para que, pelo menos, duas das caixas tenham a mesma quantidade de pecas
defeituosas én + 1 = 7 + 1 = 8. Essa quantidade de caixas estd associada ao “nimero de
pombos” do principio. Como h&, no depdsito, 10 caixas (10 > 8), entdo fica provado que h4,

no minimo, duas caixas com a mesma quantidade de pegas defeituosas.

Se escolhermos cinco pontos de um quadrado de lado 4, mostre que, pelo menos, um
dos segmentos determinados por dois desses pontos tem, no maximo, medida igual a 2+/2..
Podemos comegar dividindo o quadrado em 4 outros quadrados de lado igual a 2, como

mostra a figura a seguir.
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Utilizando o teorema de Pitdgoras, podemos determinar a medida da diagonal de cada

um dos quadrados menores:

d2=92492 = d=48 >d=2V2.

2 2
d=22
2 2
2 2
2 2

Dessa forma, podemos concluir que se tomarmos quaisquer dois pontos em um mesmo
quadrado menor (de lado 2), a distancia méxima entre eles seréd igual a 2\2.

Associando a quantidade de quadrados menores (n = 4) ao “ndimero de casas” e a quan-
tidade de pontos (n + 1 = 5) ao “ndimero de pombos”, provamos que, pelo menos, dois pontos
situam-se no mesmo quadrado menor. Sendo assim, ha pelo menos dois pontos que distam,

no maximo, 242 , um do outro.

2.2 Principio da multiplicagao e principio da adi¢ao
Outros dois principios bem simples e de muita utilidade pratica sdo conheci-

dos por principio da multiplicacio e principio da adicao.
Vamos introduzi-los a partir de exemplos praticos.
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EXEMPLO

O acesso a um servidor é feito mediante digitacdo de uma senha de quatro digitos. Os
dois primeiros sé&o compostos por letras e os Ultimos por digitos numéricos. As letras permi-
tidas sdo a, b, c e d e os digitos, 1, 2 e 3. Nao pode haver repeticdo de nenhum digito. Sendo

assim, quantas senhas diferentes podem ser formadas?

Vamos dividir a senha em dois conjuntos: um conjunto X formado por todas as possibili-
dades de sequéncias de dois digitos literais e outro, que denotaremos Y, formado por todas
as possibilidades de sequéncias de dois digitos numéricos.

Temos, ento, o conjunto X = {ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc} e o conjunto
Y ={12,13,21,23,31,32}.

Note que a quantidade de arranjos compostos por dois digitos literais € igual a 12 e a de
arranjos numéricos € igual a 6,isto én (X) = 12en(Y) =6

Agora, conseguimos determinar a quantidade de senhas diferentes que podem ser for-
madas nesse sistema. Basta multiplicar as quantidades de elementos que cada um dos con-
juntos possui: 12 x 6 = 72,

Utilizamos af, o principio multiplicativo que é apresentado, de forma geral, a seguir.

Se um evento A, pode ocorrer de m, maneiras diferentes, entéo o nimero de maneiras

de ocorrer os eventos A, A, .., A de forma sucessiva € dado porm, - m, - ...- m,_.

n

Note, no exemplo anterior, que para determinar a quantidade de elementos dos conjun-
tos X e Y também utilizamos o principio multiplicativo. No caso do conjunto X, podemos divi-
dir cada um de seus elementos em duas posigdes. Isto €, podemos determinar, por exemplo,
dois conjuntos X, e X, cujas quantidades de elementos séo respectivamente 4 e 3, pois o
nao pode haver repeticao de digito literal. Portanto, aplicando o principio multiplicativo, a sua
quantidade de elementos é iguala4 - 3 = 12.

Da mesma forma, podemos aplicar esse principio para determinar a quantidade de ele-
mentos do conjunto Y. Considerando Y, o conjunto de elementos do primeiro digito numérico
e Y, a quantidade de elementos do segundo, temos, para esses dois conjuntos, respecti-
vamente, 3 e 2 elementos. Sendo assim, a quantidade total de possibilidades (nimero de

elementos do conjunto X) é dada pelo produto 3 - 2 = 6.
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Em um formulario eletronico, os usudrios preenchem alguns campos com informacdes
pessoais, tais como: sexo (masculino/feminino), estado civil (casado/solteiro/separado judi-
cialmente/vitvo/outros) e grau de escolaridade (fundamental/médio/superior). Um progra-
mador deseja agrupar os usudrios que forneceram respostas exatamente iguais para esses
trés campos. Sendo assim, vamos responder as seguintes questoes:

a) Quantos grupos, no maximo, podem ser formados?
b) Quantos usudrios, no minimo, devem preencher esse formuldrio para que haja pelo me-

nos dois com respostas iguais?

Para responder ao item (a), podemos considerar que ha trés eventos, A, A, e A, que
possuem, respectivamente, 2, 5 e 3 maneiras de ocorrer. Entdo, a quantidade total de grupos
de respostas que podem ser formados é dada por 2 - 5 - 3 = 30. Aplicamos aqui o princi-
pio multiplicativo.

No caso do item (b), podemos determinar o que se pede aplicando o principio das casas
de pombos. Vamos considerar como “nimero de casas” a quantidade de grupos diferentes
que podem ser formados, que é 30. A quantidade minima de usudrios que devem preencher
o formuldrio para que haja pelo menos dois com respostas coincidentes €&, portanto, 30 + 1
= 31, que estamos considerando como o “nimero de pombos”.

O préximo exemplo serd utilizado para introduzir o principio aditivo.

Considere, agora, um sistema de senhas em que o usudrio pode escolher uma sequéncia
numérica qualquer de dois, trés ou quatro digitos, de O a 9. Quantas senhas diferentes podem
ser geradas, nesse caso?

Como ndo ha restricdo quanto a repeticdo de digitos, as possibilidades, para cada uma
das quantidades de digitos consideradas, séo dadas por:

2 digitos - 10- 10 = 10?2 = 100;
3 digitos > 10- 10 10 = 10® = 1.000;
4 digitos > 10-10- 10 = 10* = 10.000.
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Note que, nos célculos acima, utilizamos o principio multiplicativo para cada uma das
quantidades de digitos consideradas.

Mas, para determinarmos a quantidade total de senhas que podem ser geradas, temos
que somar as quantidades obtidas acima: 100 + 1.000 + 10.000 = 11.100. Aplicamos aqui
o chamado principio aditivo.

De forma geral, esse principio considera que se tivermos uma quantidade n de conjuntos
disjuntos dois a dois (isso significa que, para qualquer par de conjuntos que considerarmos,
eles ndo terdo nenhum elemento em comum) com quantidades de elementos iguais, respec-
tivamente, a m,, m,, .., mn, a quantidade de elementos da unido desses conjuntos € igual a
m, + m, + .+ mn.

No exemplo que acabamos de resolver, considere que temos 3 conjuntos, A, A, e A,,
respectivamente, com 100, 1.000 e 10.000 elementos. Note que ndo é possivel que haja
elementos comuns entre tais conjuntos. Entéo, a quantidade de elementos da unido desses
conjuntos é dada pela soma 100 + 1.000 + 10.000 = 11.100.

Podemos enunciar o principio aditivo da seguinte forma:

Considere os conjuntos A, A,, ..., A_ dois a dois disjuntos. Se a quantidade de ele-
mentos de cada um deles € dada, respectivamente, por m,, m,, .., m , entdo a quanti-

dade de elementos da unidgo A, VA, U..UA €igualam + m, + ..+ m_

2.3 Permutacéo, arranjo e combinacao.

A partir do principio da multiplicacfio, é possivel determinar formas de con-
tagem bastante dgeis e prdticas para determinadas situaces. Para uma com-
preensdo mais eficiente das técnicas que veremos nesta secdo, vamos iniciar
propondo trés problemas (exemplos 2.7, 2.8 e 2.9) relativamente simples e que
podem ser resolvidos sem o conhecimento das técnicas que iremos apresentar.
Aideia é apresentar procedimentos que nos levario ao desenvolvimento de tais

técnicas, que chamamos de: permutacio, arranjo e combinacio.
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5% EXEMPLO

Exemplo 2.7

Em uma competicao de Robdtica, apenas trés das participantes classificaram-se para a
fase final: Lorena, Rafaela e Julia. De quantas formas diferentes elas poderdo ocupar as trés
primeiras posi¢cdes da competicao?

Podemos comegar pensando nas possibilidades para a primeira posigao. Ha trés. Partin-
do para a segunda posicao, teremos apenas duas opgdes, ja que um dos concorrentes ocupa
a primeira posicao. Dessa forma, para a terceira posicéo teremos apenas uma opcao.

1? POSICAO 2* POSICAD 3 POSICAD

= 6 formas diferentes
3:2-1

Se tivéssemos, por exemplo, quatro competidores para ocupar quatro posicdes, o calculo
que deveria ser feito para determinar a quantidade total de possibilidades seria: 4-3-2- 1 = 24.
E nao é dificil perceber que, se aumentarmos a quantidade de participantes e, igualmente,
a quantidade de posicoes, o resultado sera sempre dado pela multiplicagédo do nimero de
concorrentes pelos seus antecessores até se chegar ao valor 1 (um).

Generalizando, podemos considerar que a quantidade de formas diferentes que n con-

correntes podem ocupar n posi¢des é dada por:
n-(n=1)-(n=2)-...-1

Esse processo de contagem € denominado permutacéo de n elementos e denotado por P,
E muito comum, nas técnicas de contagem que estamos e estaremos abordando, surgir
multiplicacdes como a que vimos acima. Elas sdo denominadas fatoriais. O fatorial de um

ndmero n é denotado por n!. Podemos escrever:

nl=n-(n-1)-(n=2)-...-1

Entao, na resolucdo do Exemplo 2.7, podemos considerar que o que houve foi uma per-

mutagéo de 3 elementos, que indicamos e calculamos como a seguir:

P,=3=3.2.1=6
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De forma geral, uma permutacdo de n elementos é dada por:
P =nl

Veja que néo é dificil de determinar o fatorial de um ndmero. Por exemplo,
= 71=7-6:5-4-3-2:1=5040;
= 4=4.3-2-1=24

Mas, e quanto ao zero? Qual o valor de O! ? Por enquanto, apenas considere que
Ol=1

Pode parecer estranho, as para que as férmulas que envolvem contagem de eventos

sejam consistentes, € necessdrio considerar tal valor. Mais adiante, veremos uma

razdo légica para essa consideragao.

Vamos usar um recurso interessante na resolugdo de certos problemas para mostrar as
possibilidades de arranjos de eventos no estudo de fenémenos. Ele é conhecido por arvore
de possibilidades ou diagrama de arvore. Consiste num esquema gréfico para ilustrar as
possiblidades de ocorréncia de fenémenos.

A situagdo apresentada no Exemplo 2.7 pode ser esquematizada da seguinte forma

utilizando uma &rvore de possibilidades:

Rafaela |—| Julia |
Julia |—| Rafaela |

Lorena |—| Julia |
afaela
Julia |—| Lorena |

Lorena |—| Rafaela |
Rafaela |—| Lorena |

Vamos a mais um exemplo de permutacao.
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Um anagrama é uma transposicéo de letras de uma palavra para formar uma nova pala-
vra. Por exemplo, “Roma’" € um anagrama da palavra “amor" . Mas existem outros anagramas
desta palavra. Alguns deles séo: mora, oram, ramo, maro etc.

Para determinar quantos anagramas € possivel determinar para a palavra “amor’, basta

calcular uma permutagéo de 4 elementos (P,):

P,=41=4.3-2.1=24

Nao ¢ dificil associar a quantidade total de anagramas de uma palavra composta por n
letras diferentes com a permutacéo de n elementos (P), pois, para a primeira posi¢ao temos
n elementos, para a segunda, n — 1, para a terceira n — 2, até se chegar a um elemento para
a Ultima posig&o. Portanto, para determinar a quantidade de elementos (pelo principio multi-

plicativo), basta calcular o produto:

n-(n=1-(n=2)-...-1

que é a expressao que caracteriza uma permutacao de n elementos.
Mas como proceder para determinar a quantidade total de anagramas de uma palavra em

que ha repeticao de letras? Vamos ver no exemplo seguinte.

Quantos anagramas tem a palavra “pata”?

Veja a seguir como construir uma arvore de possibilidades para determinar todos os
anagramas da palavra “pata’. J&4 devemos eliminar aqueles ramos da drvore que levam a
anagramas repetidos.

Sendo assim, para a primeira posicdo (etapa) ha trés possibilidades: P, A ou T. J4 para a
segunda, devemos fazer disting&o das letras que podem ser utilizadas dependendo da que foi
utilizada na primeira posigéo. Por exemplo, quando a primeira letra é P, a segunda pode ser
A ou T somente. Algo semelhante ocorre quando a primeira letra € T. A segunda pode ser P
ou A somente. Mas, se a primeira letra é A, a segunda pode ser P, A ou T, pois ha duas letras
A na palavra “pata”. E dessa forma devemos também considerar para as demais posi¢des.

Vamos, entéo a arvore de possibilidades para esse exemplo:
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P
T A P
pP——A

Vemos que hd 12 anagramas diferentes.

Mas, se procedéssemos de forma semelhante ao Exemplo 2.8, terfamos direcionado a
resolucéo através do célculo de uma permutagédo de 4 elementos, o que nos levaria ao resul-
tado 24. O que acontece é que aqui hd uma repeticdo de duas das quatro letras da palavra
original.

Podemos resolver casos como esse através do célculo de permutagéo, mas consideran-
do que ha elementos repetidos. Para tais situagdes consideramos a defini¢do de permutacao

com elementos repetidos que é apresentada a seguir.

De forma geral, uma permutacéo de n elementos com n_, n,, ..., n, repetices de

elementos € dada por:

|
PNyl — n:
n

T bk om
n1.nQ.... nk.

No caso do Exemplo 2.9, consideramos uma permutagédo de 4 elementos com 2 repeti-

cbes de elementos. Portanto:

| .3.9.
¥2524321ﬂ2
ol 2.1

Na verdade, o que ocorre nesse tipo de situagdo é que o resultado da permutacao de
4 elementos (que resulta em 24 possibilidades), computa duas vezes alguns arranjos repe-

tidos, tais como “ptaa” ou “aapt’, além de outros. Isso porque a letra “a”, que aparece duas
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vezes no anagrama original, é considerada como sendo duas letras distintas. Isso faz com
que a quantidade de anagramas seja multiplicada por 2 (que é o valor de 21, isto §, o fatorial
da quantidade de vezes que a letra “a” se repete).Por isso € que o fatorial de 4 aparece, na
férmula, sendo dividido pelo fatorial de 2.

Como devemos proceder se houver mais letras que se repetem? Veja o préximo exemplo.

Quantos anagramas possui a palavra “arraia™?
Nesse caso, consideramos n = 6 e hd duas letras que se repetem: 0 “a”, que aparece trés
vezes e 0 “r", duas. Portanto, temos:

pso_ 6! _6:5:4-3-2.1
6 73.91 3.9.1.2.1

=60 anagramas

A partir do préximo exemplo, vamos comecar a abordar uma situagéo semelhante a da
permutagdo, mas desejamos determinar a quantidade de sequéncias diferentes que pode-

mos dispor n elementos tomados p a p, sendo p < n.

Um torneio de handebol organizado pelo centro académico de uma universidade conta
com 7 times participantes. De quantas formas diferentes podem ser ocupadas as 3 primeiras
posigdes desse torneio?

Nesse caso, temos o que denominamos arranjo de 7 elementos tomados 3 a 3. Ha
diversas formas de selecionarmos 3 elementos num total de 7. Além disso, considerando os
3 elementos selecionados, hd formas diferentes de os dispor.

Vamos considerar algumas das possibilidades (ndo todas, pois, a quantidade de sequén-
cias diferentes € grande!). Representaremos os seis times por A, B, C, D, E, F e G. Uma se-
quéncia possivel € A em primeiro, B em segundo e C em terceiro. Outra, diferente desta, mas
com os mesmos times é B em primeiro, A em segundo e C em terceiro. Cada uma dessas
duas possibilidades é denominada um arranjo. Nele, a alteragéo da ordem dos elementos,
mesmo que consideremos os mesmos elementos, constitui um novo e distinto arranjo.

Mas devemos considerar que além da permutacdo desses trés times (elementos), ha
outros que podem entrar na selecéo de possibilidades. Isso gera uma quantidade de eventos,
possiveis, muito maior. E como podemos calcular a quantidade dessas possibilidades?

Poderiamos, simplesmente, utilizar o principio da multiplicagéo visto no inicio deste capi-

tulo. Veja como, a seguir.
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Para a primeira posicéo, temos 7 possibilidades. Se um dos times j& ocupa a primeira
posicéo, temos 6 possibilidades para a segunda. De forma andloga, temos 5 possibilidades

para a terceira. Portanto, o resultado sera obtido fazendo:
7-5-6=210,

isto é, ha 210 formas diferentes desses 7 times ocuparem as 3 primeiras posigoes.
E se considerarmos, de maneira geral, um total de n times ocupando as p primeiras posi-
¢bes? Como podemos estabelecer uma forma genérica de célculo?
Note, na resolugéo do Exemplo 2.11, que podemos obter o resultado fazendo
7-6-5-4-3-2-1
4.3-21

que equivale a:
7!

41

No numerador da fracdo, sempre teremos o total de elementos (n) e, no denominador, o
valor serd sempre a diferenga entre n e p. Observe que 4 é a diferengaentren=7ep = 3.
Portanto, de forma genérica, ndo € dificil concluir que podemos determinar a quantidade

de possiblidades de n elementos ocuparem p posi¢des através da férmula:

n!

(n=p) !

Chamamos esse processo de arranjo de n elementos tomados p a p e o denota-

mos por A . Portanto,

Vamos a mais um exemplo de arranjo.

O sistema contébil de uma empresa gera, para cada pedido faturado, um cédigo em que

os 3 primeiros digitos séo formados por letras, sem repeticdo, e os 4 Ultimos sdo formados
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por digitos numéricos, também sem repeticdo, entre os algarismos O, 1, 2, 3 e 4. Quantos
cédigos diferentes podem ser gerados por esse sistema?

Vamos considerar, a principio, duas sequéncias: uma literal com 3 posigdes e outra nu-
mérica com 4 posicoes. Note que, para cada uma das sequéncias, podemos determinar a
quantidade total e possiblidades utilizando a férmula do arranjo, pois a alteragéo de posigéo
determina uma nova sequéncia (isso nem sempre acontece, como veremos mais adiante).

Para a sequéncia literal, temos um total de 26 letras que podem ocupar 3 posigoes, isto

é, temos um arranjo de 26 elementos tomados 3a3 (n =26ep = 3):

2! 26!

A =
%637 (26-3)1 23!

Aqui, vale uma observagao importante que ird Ihe ajudar em célculos envolvendo fatoriais.
As calculadoras cientificas possuem a fungéo fatorial, geralmente representada por n! ou x..
O problema é que, mesmo utilizando calculadora, o cdlculo de 26! nos levard a um nidmero
tdo grande que a quantidade de digitos do visor da calculadora nao sera suficiente para exi-
bi-lo de forma exata. Faca o teste!l Dependendo da capacidade da calculadora, o resultado
aparecera na forma:
4,032915 - 10%.

E um resultado aproximado e nio exato. Se o desenvolvermos, chegaremos a:
403.291.500.000.000.000.000.000.000.

O resultado exato é:
403.291.461.126.605.635.584.000.000.

Situagdo semelhante ocorrerd se vocé quiser determinar o valor de 231,

E como podemos lidar com esse tipo de problema? Embora a calculadora néo exiba o re-
sultado exato, ele fica armazenado em sua memdria. Basta vocé utilizar o valor armazenado ao
invés de digitar o valor aproximado. Mas, ha uma forma simples de evitar valores tdo grandes.
Efetue o cancelamento entre fatoriais. Apenas tome o cuidado de ndo cancelar fatoriais que
néo sejam exatamente iguais. No caso do arranjo que queremos calcular para chegar a um

dos resultados requeridos no problema apresentado no Exemplo 2.12, faga da seguinte forma:
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26!

AQ&S_(26—3y
26!
o3l
_26-25-24.23
- 23!
=26-25-24
=16.600

H4, portanto, 15.600 formas diferentes de dispor os trés primeiros digitos da senha (os
digitos formados por letras diferentes).

Com relagdo as quatro Ultimas posi¢des, temos b digitos numéricos diferentes que po-
dem ocupé-las. Para determinar a quantidade de possibilidades, basta calcularmos o valor de

um arranjo de b elementos tomados 4 a 4, como detalhado a seguir.

5l
A5"‘:(574)!
5l
1
~5.4.3.9.1
-190.

Temos, portanto, 120 formas diferentes de dispor os digitos numéricos dos cédigos gerados.
Pelo principio multiplicativo, podemos chegar ao valor total de cédigos possiveis através

do produto
16,600 - 120 = 1.872.000.

CURIOSIDADE

J& mencionamos que O! = 1. Mas, por qué?

O fatorial € uma inveng@o humana que foi criada para auxiliar os processos de contagem,
como ja vimos alguns. Um deles é a permutacado. Outro é o arranjo. Qual é a diferenca entre
eles? Na permutagéo, consideramos a contagem de todas as sequéncias ordenadas em que
podemos dispor n termos. A diferenga em relagdo ao arranjo é que neste consideramos todas
as sequéncias de p termos que podemos formar com n termos, em que p < n.

Se calcularmos o valor de um arranjo em que o ndmero p de termos da sequéncia for
igual ao ndmero total n de elementos do conjunto que estamos considerando, teremos uma

permutagéo de n elementos, isto &,
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Note, que se considerarmos num arranjo, p = n, podemos escrevé-lo na forma:

n! n!

A = =
" (n-n)! 0!
Entdo, como , vamos igualar as expressdes que fornecem essas quantidades:

A =P =—=nl
n,n n 0!

I
Finalmente, para que % =n!, devemos considerar que O! = 1.

Veremos, no préximo exemplo, uma situacdo em que a ordem dos elemen-

tos selecionados ndo importa, isto €, ndo determina uma nova sequéncia.

EXEMPLO

Em uma loteria, séo sorteados 4 nimeros de 1 a 30. O apostador, ao efetuar o jogo,
deve escolher apenas 4 nimeros e, para ganhar o prémio principal, deve acertar todos eles.
Quantos jogos diferentes podem ser feitos nesta loteria?

Distintivamente do que aconteceu nos exemplos anteriores, em que a alteragao de po-
sicdo dos elementos de uma sequéncia gerava uma nova sequéncia, aqui a ordem de dispo-
sicdo dos ementos € indiferente. Numa loteria, ndo importa a ordem de sorteio dos nimeros
(ou a ordem de escolha no momento de fazer a aposta). O que define um jogo (ou aposta) é
o conjunto de nimeros escolhidos.

Se calcularmos o valor do arranjo de 30 elementos tomados 4 a 4 (A, ,), chegaremos

30,4
ao resultado 657.720. No entanto, para cada 4 termos selecionados, temos 24 formas di-
ferentes de dispor tais elementos. Se dividirmos 657.720 por 24, portanto, chegaremos ao
resultado que desejamos, que é 27.405 apostas diferentes.

Nesses casos, podemos utilizar o célculo do arranjo de n elementos tomados pa p e
dividi-lo pelo valor do fatorial de p (como acabamos de fazer na resolugéo do Exemplo 2.13).
Essa diviséo nos leva a uma nova férmula que é da combinacéo de n elementos tomados

pap:
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n!

An,p:(n—p) o nl
p! pl pln-p)

Chamamos esse processo de combinagéo de n elementos tomados pape o

denotamos por Cn’p. Portanto,

n!
C =——
® pl(n-p) !

Aplicando esta férmula aos valores do Exemplo 2.13, temos:

c __ 8ol
%047 41(30-4)
~30-29-28-27-26!
~ 4.3.2.1.96!
30-29-28-27
© 4.3.241
=927.405

CONEXAQ

Veja, no endereco <http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1005 >, um experimento que faz
uma abordagem diferenciada de um problema de analise combinatdria, sob o titulo “De quan-

tas maneiras posso passar meu cadar¢o?’

No Campeonato Brasileiro de Futebol, dos 20 participantes de cada edigéo, os 5 primei-
ros colocados garantem vaga para a Copa Libertadores. Quantos conjuntos diferentes de
classificados para essa copa podem ser definidos?

Nesse caso (assim como no anterior), ndo importa a ordem dos 5 primeiros times. Um
conjunto é definido pelos elementos (times) classificados e ndo pela ordem que ocupam. Se
sdo classificados os times A, B, C, D e E, nessa ordem, serd definida uma nova sequéncia

somente se, pelo menos um dos times for substituido por outro (fora dessa lista). Se a classi-
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ficagao dos quatro primeiros for alterada, por exemplo, para B, A, D, E e C, a combinagio é a mesma
que a anterior, isto &, ndo foi definido um novo conjunto. Trata-se, portanto de uma combinacgéo.

Dessa forma, o resultado pode ser obtido por:

c . 2o
2057 51(20-5) |
20-19-18-17-16-15!
~ 5.4.3.2.1-15!
20-19-18-17-16
~ 5.4.3.21
=15.504

H&, portanto, 15504 formas diferentes de definir os cinco classificados para a

Copa Libertadores.

=Y CONEXAO

Vocé pode calcular facilmente permutacdes, arranjos e combinacdes no Excel.
Para determinar no valor de uma permutacéo de n elementos (P), digite, na célula:
“=PERMUT(n;n)".
No caso de um arranjo de n elementos tomados p a p, digite:
“=PERMUT(n;p)".
Note que o arranjo é, na verdade, uma permutagdo em que o nimero de elementos é
maior do que o nimero de posigoes.
Finalmente, para calcular uma combinagéo de n elementos tomados p a p, digite:
“=COMBIN(n;p)”.

B2V ATIVIDADES

01. Um sistema computacional possui 5 unidades de entrada/saida e 4 processadores
Qualquer uma das unidades de entrada/saida pode ser conectada a qualquer um dos pro-

cessadores. De quantas formas diferentes podem ser feitas tais conexdes?

02. O segredo de um cofre é composto por trés ndmeros de 1 a 25, sendo que 0 mesmo
ndmero nao pode ser utilizado em sequéncia. Ele pode, por exemplo, ocupar a primeira e a
terceira posi¢des, mas néo a primeira e a segunda ou a segunda e a terceira. Dessa forma,

quantos segredos possui esse cofre?
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03. Quantos pontos, no minimo, devem ser marcados aleatoriamente em um quadrado de

lado 6 de tal forma que pelo menos 2 estejam a uma distancia méaxima igual a Image ?

04. (UEL) Um professor de mateméatica comprou dois livros para premiar dois alunos de
uma classe de 42 alunos. Como séo dois livros diferentes, de quantos modos distintos pode

ocorrer a premiag&o?

a) 861 d) 3444
b) 1.722 e) 242
c) 1764

05. A Mega-Sena é uma loteria que paga milhdes de reais para o acertador dos 6 nimeros
sorteados. H& prémios menores para quem acerta 4 ou 5 ndmeros. O apostador deve mar-
car de 6 a 15 ndmeros, entre os 60 disponiveis no volante. Um jogo é chamado de simples
quando o apostador escolhe apenas 6 ndmeros.

Alessandra fez um jogo simples. Qual é a probabilidade de que ela:
a) ganhe o prémio principal?

b) consiga acertar 4 ou 5 nlimeros?

06. O sistema de emplacamento de veiculos no Brasil considera uma sequéncia de 3 le-
tras seguida de outra de 4 algarismos numéricos. Sem considerar nenhum tipo de restrigdo

quanto & sequéncia formada, quantas placas diferentes podem ser obtidas nesse sistema?

07. Em uma escola, ha 12 professores de Fisica e 16 de Matemética. Uma comisséo de seis
membros deve ser formada com esses professores e a Unica condi¢do que se impde &, pelo
menos um dos membros, seja professor de Matemética. Sendo assim, quantas comissdes

diferentes podem ser formadas?

08. (FUVEST) Em uma certa comunidade, dois homens sempre se cumprimentam (na che-
gada) com um aperto de méo e se despedem (na saida) com outro aperto de mao. Um
homem e uma mulher se cumprimentam com um aperto de méo, mas se despedem com
um aceno. Duas mulheres sé trocam acenos, tanto para se cumprimentarem quanto para

se despedirem.
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Em uma comemoragao, na qual 37 pessoas almogaram juntas, todos se cumprimentaram
e se despediram na forma descrita acima. Quantos dos presentes eram mulheres, sabendo
que foram trocados 720 apertos de mao?
a) 16 c) 18 e) 20
b) 17 d 19

09. (UFF) Niterdi é uma excelente opgéo para quem gosta de fazer turismo ecoldgico. Se-
gundo dados da prefeitura, a cidade possui oito pontos turisticos dessa natureza. Um certo
hotel da regido oferece de brinde a cada hdspede a possibilidade de escolher trés dos oito
pontos turfsticos ecoldgicos para visitar durante sua estada. O nimero de modos diferentes
com que um héspede pode escolher, aleatoriamente, trés destes locais, independentemente
da ordem escolhida, é:

a) 8 c) b6 e) 336

b) 24 d 112

10. (FUVEST) Considere todas as trinta e duas sequéncias, com cinco elementos cada uma,
que podem ser formadas com os algarismos O e 1. Quantas dessas sequéncias possuem
pelo menos trés zeros em posi¢des consecutivas?

a) 3 c) 8 e) 16

b) b5 d 12

REFLEXAQ

Um dos tépicos mais primitivos da Matematica é o que se refere aos processos de contagem.
Contar € bésico e fundamental. A ciéncia matematica teve sua origem gragas a necessidade
do homem em contar. Apesar de utilizarmos principios simples para realizar contagens, em
algumas situagdes, como vimos, as coisas ndo sao tao faceis assim. Ha diversos problemas
que envolvem contagem que exigem uma analise mais cuidadosa para escolher o processo
correto de contagem.

Seja na drea em que atuamos profissionalmente ou em nossa vida particular, ha diversas
situacbes em que necessitamos ter um minimo de conhecimento dos processos de con-
tagem. Um exemplo é vocé conhecer suas reais chances quando faz uma aposta em uma
loteria (se é que vocé costuma fazer isso). E, neste capitulo, vocé pdde conhecer alguns dos
principais procedimentos que facilitam a determinagdo de possibilidades de ocorréncias de

eventos.
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Procure comparar os procedimentos vistos para avaliar melhor quando cada um deles

deve ser utilizado. Bons estudos!
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3. Relacgdes

Varias das aplicacdes da Matematica em nosso cotidiano referem-se a situa-
cdes em que relacionamos duas ou mais varidveis. O valor da compra do super-
mercado que relaciona-se com a quantidade de itens que compramos, o quanto
pagamos mensalmente a empresa fornecedora de dgua que depende da quan-
tidade consumida, o imposto de renda que pagamos que esta relacionado dire-
tamente aos nossos ganhos, o IPTU que tem relacdo com a drea construida do
imdvel, e tantos outros exemplos.

Na maior parte das aplica¢des matemdticas envolvendo relacéo, considera-
mos apenas duas varidveis (ou elementos de dois conjuntos que relacionam-se
entre si). No entanto, na pratica, tais relacdes costumam envolver mais do que,
simplesmente, elementos de dois conjuntos.

Considere, por exemplo, um estudo sobre a demanda (ou procura) de certo
produto. Um dos principais fatores que tém relacdo com a demanda é o preco
do produto. Esse tipo de relacdo € tdo importante para economistas e adminis-
tradores que, geralmente, é estudada em pormenores em algumas disciplinas
dos cursos de formacdo desses profissionais. Mas, embora o estudo desse tipo
de relacdo ¢ realizado considerando somente essas duas varidveis, é preciso
considerar (e os especialistas consideram isso) que a demanda é afetada por
mais fatores, isto €, ela relaciona-se com outras variaveis. Taxa de juros, prazo
de financiamento, cotacdo do ddlar entre outras varidveis, também interferem
navariacdo da demanda de um produto.

A Estatistica, por exemplo, dispoe de métodos eficientes para estudar a rela-
célo entre variaveis, na pratica. Alguns deles fornecem informacdes que nos per-
mitem selecionar os fatores (varidveis) que tém uma relacdo mais consistente
com a varidvel de estudo (como a demanda que citamos acima).

Mas, 0 que nos interessa, no momento, é estudar a forma como elementos
de dois conjuntos se relacionam, ou como ocorre a relacdo entre duas variaveis.
Isto ¢ fundamental para compreender e descrever outros conceitos como fun-
coes, classes de equivaléncia e conjuntos ordenados.
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OBJETIVOS

= Compreender o conceito de relagéo e suas propriedades;
= Testar propriedades em uma relacéo binaria;
= Reconhecer ordens parciais e construir diagramas;

= Representar relagdes graficamente.

3.1 Produto cartesiano e pares ordenados

Uma forma de relacdo entre elementos de dois conjuntos € denominada produ-
to cartesiano. Ele é, na verdade, a relacdo entre todos os elementos desses dois
conjuntos. Considere dois conjuntos A e B. O produto cartesiano A - B, nessa
ordem, é formado por todas as possibilidades de associaciio entre elementos
desses dois conjuntos.

Uma das formas de representar uma relaco é utilizando pares ordenados.
Precisamos mostrar quem se relaciona com quem. Denotando por x os elemen-
tos de A e por y os elementos de B, o produto cartesiano A - B é composto por
todos os pares ordenados (x, y) tais que x € A ey € B. E comum, nas aplicacdes,
considerar que A e B sejam o mesmo conjunto.

Vamos a um exemplo para compreender melhor o que é um produto carte-

siano entre dois conjuntos.

EXEMPLO

Sejam os conjuntos A = {a, b, c} e B = {c, d, e, f }. O produto cartesiano A - B é o con-
junto formado por todos os pares ordenados (x,y) tais que x 1 A e y T B. Portanto, podemos
defini-lo como:

A-B={(a 0)a d)(a e)a )b c)b,d),b,e)b,1f), ()l d),ce)lc, )
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Vale aqui uma observagéo: a ordem em que os elementos do conjunto A - B foram dis-
postos acima pode ser alterada sem que se obtenha um novo conjunto. Se alterarmos a
ordem dos elementos (a, c) e (a, d), por exemplo, escrevendo (g, d) e (a, ¢), ndo alteramos o
produto cartesiano. Mas, num par ordenado, a alteragéo da ordem dos elementos determina
um novo elemento. Um exemplo: o par ordenado (g, c) é diferente de (c, a).

Podemos também representar o produto cartesiano utilizando a notacao algébrica de

conjunto, como a seguir:

A-B:{(x,y)IxeA,yeB}

No caso do produto cartesiano do exemplo que acabamos de ver, podemos escrever:

A-B= {(x,y) Ixef{abc},ye {c,d,e,f}}

Quando o produto cartesiano refere-se a conjuntos numéricos, podemos representa-lo

graficamente. Vamos ver como nos exemplos a seguir.

Considere os conjuntos A = {-1,0, 2} e B = {1, 2, 3, 4}. O produto cartesiano A - B é o
conjunto formado por todos os pares ordenados (xy) tais que x 1 A e y T B. Portanto, podemos
defini-lo como:

A-B={-1,1),(-1,2),(-1,3),(-1,4),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(21),(2,2),(273),2 4}

ou

A-B={(xy)lxe{-10,2} , ye{12,34}}

Cada um dos elementos do conjunto acima pode ser representado como um ponto do
que chamamos plano cartesiano. Os valores de x estao dispostos no eixo horizontal, conhe-
cido como eixo x ou eixo das abscissas. Ja os valores de y sao localizados no eixo vertical,
conhecido como eixo y ou eixo das ordenadas.

Veja a representagéo gréfica do produto cartesiano desse exemplo na figura seguinte.
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Agora, vamos considerar subconjuntos dos niimeros reais. Sejam A = [-1,2] e B =[1, 4].
Nesse caso, ndo ha como representar o produto cartesiano A - B enumerando seus elemen-

tos, pois € um conjunto infinito. Algebricamente, podemos representé-lo como:

A.B:{(x,y)|x e[-12], y€[1’4]}

Nesse caso, a representacdo grafica mostrard uma regido do plano cartesiano e ndo ape-

nas alguns pontos. Temos, na verdade, a representacéo de uma infinidade de pontos. Veja.

y
pis
3
2
1
H 0 H X
-2 -1 0 1 2 3
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As linhas que definem a regido mostrada no grafico também “participam” do produto
cartesiano A - B. Isto quer dizer que os pontos sobre tais linhas séo também elementos desse
produto cartesiano. Mas, como proceder graficamente quando a regiéo é delimitada por, pelo

menos, uma linha que n&o participa do produto cartesiano? Veremos no préximo exemplo.

Considere os conjuntos A = ]-1,2] e B = [1, 4[. A diferenca em relag&o ao exemplo an-
terior é que estamos tirando do conjunto A o elemento “~1" e do conjunto B o elemento “4".

Nesse caso, a representagéo gréfica pode ser feita como a seguir.

y
.......... T PPPTPRRR
3
2
1
0 X
-2 -1 0 1 2 3

Note que utilizamos linhas tracejadas para indicar os limites da regido que queremos e,
ao mesmo tempo, mostrar que os pontos sobre tais linhas néo fazem parte do produto carte-

siano (da regido do gréfico que o representa).

3.2 Relagdes binarias. Propriedades e fechos

Uma relacdo entre dois conjuntos nfo vazios quaisquer A e B (ou relacdo bina-
ria entre A e B) € um subconjunto do produto cartesiano A - B. Como todo con-
junto pode ser considerado um subconjunto dele préprio, entdo, concluimos
que todo produto cartesiano de quaisquer dois conjuntos pode ser visto como

uma relacdo entre estes conjuntos.
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Podemos utilizar as seguintes (entre outras) notacdes para indicar uma rela-
cdo R entre dois conjuntos Ae B, sendoxIAeyIB:

* XRy:x~y (o sinal “~” aqui, na indicacéo de relacdo sera substituido por
sinais matemadticos, tais como, “>”, “<”, “="| etc, ou por uma propriedade que
define a relacéo, tal como “divide”, “€ divisor” ou “é multiplo” entre outras.

e VxeA,Vxe y(”propriedade que define a relagdo entre x e y",(X,y) € R)

* (x,y)|"propriedade que define a relagdo entre x e y",(x,y) €R
* R= {(val )’(Xz’yz )v’ : "(Xn’yn )}

Nos exemplos seguintes, veremos alguns exemplos de relacdes.

EXEMPLO

Vamos retomar o produto cartesiano entre os conjuntos A e B apresentados no Exemplo
3.2. Lembre-se que A = {-1,0, 2} e B = {1, 2, 3, 4}. Vamos definir uma relagéo, que denota-
remos por R, como:

xRyx>y

A “lei” que define tal relacao diz que, do produto cartesiano A - B, consideraremos apenas
aqueles pares ordenados (x, y) tais que x > y, isto &, aqueles em que a primeira coordenada é

maior ou igual a segunda. Portanto, podemos escrever:
xRy ={@21),(2 2}

As relagdes, geralmente, séo definidas como sentengas matematicas (como acabamos de ver).

Em uma relagdo R de A em B, o conjunto dos valores x € A que estdo associados a va-
lores y € B é denominado dominio da relagéo e denotamos por D (R). E os valores y que
estdo associados a valores x compdem o conjunto que denominamos imagem da relacdo
e denotamos por Im (R). O conjunto B, que contém a imagem da relagdo é denominado
contradominio da relagéo e é denotado por CD (R).

No caso desse exemplo, temos D(R) = {2}, Im(R) ={1,2}e CD (R) =B ={1,2,3, 4}.

Vamos a mais exemplos.
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Agora, vamos considerar a mesma sentenca do exemplo anterior (x R y: x > y), mas
considerando A = B = R. Nesse caso o produto cartesiano A - B (ou R - R) é todo o plano xy.
Mas, de acordo com a sentenca dada, a relacéo R serd representada pela parte desse plano
que compreende todos os pontos (x, y) em que a primeira coordenada e menor ou igual a
segunda.

A representagéo gréfica dessa relagdo vocé vé na figura a seguir.

Observe que qualquer ponto que vocé considerar na regido destacada, na figura, sua
localizacéo se dé4 através de um par ordenado em que a abscissa (x) € maior que a ordenada
(y) ou, no minimo, ela & igual. A reta que passa pela origem do sistema (que € a bissetriz dos
eixos) determina exatamente os pontos em que x = y.

Com relagéo ao dominio e a imagem dessa relagéo, temos D (R) = Re Im (R) = R, pois,

tanto x como y podem assumir quaisquer valores reais.

Considere os conjuntos A ={1,3,5,7}e B=1{-2,-1,0, 1,2, 3, 4} e a relagdo R definida
porxRy:y =x-3.
Uma das formas de representar essa relagéo (além da que ja foi mostrada no enunciado
deste exemplo) é enumerando seus elementos, como a seguir:
xRy ={(1,-2),3,0),(5,2)7, 4}
Nesse caso, temos D (R) ={1,3,5,7teIm (R) ={-2,0, 2, 4}.
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Vamos aproveitar este exemplo para mostrar outro tipo de representacéo gréfica de re-
lagBes binérias, que é o de diagramas (como vimos no estudo de conjuntos do Capitulo 1),

utilizando flechas que indicam os elementos que se relacionam e o “sentido” da relagao.

Mais adiante, veremos outro tipo de representacgéo gréfica para casos em que domihio e

contradominio s&o conjuntos iguais.

Agora, considere A =[-1,2] e B=[0,3[ e arelacdo x Ry tal que y + x = 2, com x € A
e yeB.

Nesse caso, a relagdo é composta por infinitos pontos (pares ordenados), todos eles
alinhados. Nesse caso, a representacéo gréfica da relagéo € um segmento de reta. A repre-

sentacao gréafica é mostrada a seguir.
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As relacdes podem ser agrupadas de acordo com certas propriedades, que ve-
remos nesta secao. Nas definicoes dessas propriedades, que serdo mostradas
a seguir, considere uma relacdo R em um conjunto nio vazio A. Lembre-se que
quando definimos uma relacdo indicando apenas um conjunto é porque os

conjuntos de ondem provém os valores de x e de y sdo iguais.

Uma relacdo R no conjunto néo vazio A é considerada reflexiva se, para
todo x € A, conseguimos encontrar x R X, isto é, todo valor x relaciona-se com
si préprio.

Outra forma de defini-la é:

“R é reflexiva se Vx e A,((x,x) e R) "

Podemos “ler” essa sentenca da seguinte maneira: “A relacdo R é reflexiva
se para todo (ou qualquer que seja) o elemento x do conjunto A, o par ordenado
(x, x) € um elemento dessa relacdo”. Esse tipo de notacido € comumente utiliza-
da nas defini¢des que envolvem conjuntos e no estudo de Ldgica Matemdtica,
que veremos a partir do capitulo 5 deste livro.

EXEMPLO

Considere a relagéo R definida em A = {1, 2, 3, 4} tal que “x divide y". Essa relagéo pode
ser escrita como:
R={1,1),01,2,0,3),(1,4),2 2,2 4), 4 4}

Observe que para qualquer valor de x € A, é possivel encontrar em R um par ordenado

na forma (x, ), ou seja, um par ordenado tal que a abscissa divide a ordenada. Concluimos,

entdo, que R é reflexiva.
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Vamos aproveitar este exemplo para mostrar como podemos representar uma relagdo R

em um conjunto A utilizando o diagrama de flechas.

2
% 0,
4

Agora, considere a mesma relagéo do exemplo anterior, mas com A = {0, 1, 2, 3, 4},
Nesse caso, encontramos um valor para x tal que ele nédo divide a si préprio. Esse valor

é o zero. Portanto, a relacdo R, nesse caso, nao é reflexiva.

Uma relacdo R no conjunto néo vazio A é considerada simétrica se, quais-
quer que sejam x € A ey € A tais que (x,y) € R, entdo (y, x) € R. Em outras pala-
vras, a simetria ocorre numa relacéo se para todo par ordenado (X, y) tivermos
também o par ordenado (y, x).

Outra forma de defini-la é:

‘R é simétrica se Vx,y € A,((x,y) eR—-(y,x)e R) "

A leitura dessa sentenca pode ser feita na forma: “A relacdo R € simétrica
quando, para quaisquer elementos x e y do conjunto A, se o par ordenado (x,y) €

um elemento dessa relacéo, entio o par ordenado (y, x) também o serd”.
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EXEMPLO

Vamos considerar a relagdo R = {(a, b) |la + b = 5} definida em Z (conjunto dos nime-
ros inteiros).

Essa relagdo é um conjunto com infinitos elementos. Mas, note que, em todos eles, se
invertemos a ordem das abscissas e ordenadas em qualquer par ordenado que definine R
teremos outro elemento dessa relagéo. Por exemplo, se considerarmos o elemento (1,4) que
satisfaz a relagdo proposta, pois 1 + 4 = 5, seu simétrico, o ponto (4,1) também é tal que
satisfaz a condicdo a + b = b.

Portanto, essa relacéo é considerada simétrica.

Considere as relacdes binarias:
* R, ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,3),(1,0),(1,1),(20),(22),(23),, 1),3,2), 3,3
*R,={0,0),(1,1),(292,(3,3)}e
=R, =1{(1,1),(1,2),21),22),(2 3)}

Quais sdo reflexivas e quais sdo simétricas?

Arelagio é R, é reflexiva, pois para todos os valores que x assume (que s&o 0, 1,2 e 3),
podemos encontrar, na relagéo, o par ordenado (x, x): (0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3). Ela também
é simétrica, pois, para todo par ordenado (x, y) a ela pertencente, podemos encontrar o par
ordenado (y, x).

Arelacdo R, também é reflexiva e simétrica. Veja que para todos os valores que x assume
(0, 1,2 e 3), conseguimos encontrar o par ordenado (x, x). Além disso, para todo par ordena-
do na forma (x, y) ha um par ordenado (y, x), pois todos eles séo formados por coordenadas
iguais, isto &, x =y.

Ja arelagéo R, € reflexiva, mas néo é simétrica, pois para o par ordenado (2, 3) ndo con-

seguimos encontrar o seu simétrico, que é (3, 2).

Uma relacéo R no conjunto nio vazio A € dita antissimétrica quando, para to-
dos os elementos x e y do conjunto A, se os pares ordenados (X, y) e (y, X) perten-
cem a R, entdo concluimos que x =y. Na forma simbdlica, podemos escrever:
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‘R é antissimétrica se Vx,y e A(((x,y) eRA(y,x)eR) > (x= y))

Em outras palavras, podemos considerar que uma relacdo possui a proprie-
dade antissimétrica quando ndo h4, nela, pares ordenados com coordenadas
opostas, isto é, se ha um par ordenado na forma (x, y), com x e y distintos, entdo
nio ha (y, x).

Vale ressaltar que a simetria e a antissimetria ndo sdo propriedades opostas.

Vamos a dois exemplos.

EXEMPLO

Considere a relacdo R = {(a, a), (b, b), (¢, )} Note que essa relacdo apresenta a pro-
priedade simétrica, pois para todo par ordenado (x, y), temos também o par ordenado (y, x).
E essa simetria somente ocorre quando x =y, 0 que comprova que a relagio R é também

antissimétrica. Isso mostra, portanto, que tais propriedades néo se opdem necessariamente.

Considere o conjunto A = {0, 1,2, 3} e arelagio R: .
Temos, portanto, R = {(0, 0), (1,0), (1, 1),(2,0), (2, 1),(2,2),(3,0),(3,2), (3,2), 3, 3)}
Observe que sé temos termos simétricos em que x = y. Entdo, concluimos que essa

relacdo € antissimétrica.

Arelacdo R ={(1, 1),(2,2), (1, 3), (3, 1)} néo é antissimétrica, pois, o simétrico de (1, 3)

é (3, 1) e, nesse caso, x # .

Uma relacdo R no conjunto nio vazio A é transitiva nos casos em que, quando
X,y e zsdo elementos do conjunto A, se (X, y) e (v, z) sdo elementos dessa relaco,

entdo (x, z) também o é. Simbolicamente, podemos escrever:
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VX,Y,Z € A(((x,y) eRA(y,z)e R) —(xz)e R)

EXEMPLO

Considere arelacdo R = {(a, @), (a, ©), (¢, b), (&, b)} no conjunto A = {a, b, c}. Note que ela
pode ser considerada transitiva, pois temos:
"(a,a)eRAa(gc)eR—>(ac) eR;
*(ac0)eRAlc,b)eR—>(ab) eR

Seja R a relacéo “>" no conjunto A = {0, 1, 2, 3}. Quais propriedades ela apresenta?
Podemos enumerar os elementos dessa relagéo: R = {(1,0),(2,0), (2, 1),(3,0),(3, 1), (3, 2.
Essa relagéo ndo é reflexiva, pois ndo ha nenhum elemento na forma (x, x).

Também nao é simétrica, pois, por exemplo, temos (1, 0), mas ndo temos o seu simétrico
©, 1).

A propriedade antissimétrica verifica-se, pois ela diz que se houver termos simétricos
(x,y) e (y, x), entdo x e y devem ser iguais. Como n&o hd termos simétricos na relacéo, entdo
ndo podemos dizer que essa propriedade nao se verifica. Portanto, consideramos a relagéo
R antissimétrica.

Quanto 2 transitividade, note que sempre que (x, y) e (y, z) pertencem & relacéo, entéo
(x,2) também pertence. Portanto, R é transitiva. As possibilidades que temos para analisar sdo
apresentadas abaixo:
= (2,1)eRA(100eR—>(2,0) eR;
=31NeRA(10eR—>(B0) eR;
= (3292eRA(20)eR—>(30) eR;
= 3,22eRAQ1N)eR—>(B,1)eR

Outra forma de concluir sobre a transitividade, sem ter que enumerar todas as possibi-
lidades, é considerar que se no par ordenado (x, y), temos x > y e, no par ordenado (y, z),
temos y > z, entdo x > z Isso nos leva a deduzir, portanto, que o par ordenado (x, z) também
pertence a relacao R.

Outra definicdo associada ao estudo das relagdes, que iremos ver agora, € a de fecho ou

fechamento de uma relacéo.
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Considere uma relagdo R em um conjunto A. Dizemos que uma relagéo R*, também
em A, é um fecho de R em relagédo a uma propriedade P (que pode ser reflexiva,
simétrica ou transitiva) se forem observadas as trés condicdes seguintes:

1) R*tem a propriedade P.

2) R < R*(Ré um subconjunto préprio de R*, isto &, R esta contida em R*, mas ndo é
igual a R).

3) R*é um subconjunto de qualquer outra relacédo em A que inclui R e tem a proprie-

dade P (isso significa que R* € a “menor” relagéo possivel com tais caracteristicas).

Dependendo da propriedade que se esta considerando na determinacdo do fecho de

uma relagao R, podemos denominé-lo:

FECHO Que é uma relacao reflexiva que contém R e é a menor

REFLEXNO relagéo possivel;

FECHO Que é uma relagéo simétrica que contém R e é a menor

SlMETRlCO relacao possivel;

FECHU Que é uma relacao transitiva que contém R e € a menor

TRANSlTlV[] relagéo possivel.

Para compreender melhor como podemos determinar o fecho de uma relacéo, vamos a

alguns exemplos.

Exemplo 3.18

Vamos considerar a relacdo R = {(1, 1), (1, 2),(2, 1), (3, 2} em A = {1, 2, 3}.

Para obter o fecho reflexivo de R, devemos pensar nos pares ordenados que faltam
nessa relacdo, para que se verifique a propriedade reflexiva. Observe que a unido de R com
o conjunto {(2, 2), (3, 3)} € uma relacéo transitiva tal que R < (R U {(2, 2), (3, 3)} ). Portanto,
o fecho reflexivo de Ré R* = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 2), (3, 3)}.
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Quanto ao fecho simétrico de R, precisamos buscar os pares ordenados que faltam a
relagdo para que se observe a propriedade simétrica. Se unirmos a relagdo R com o conjunto
{(2,3)}, chegaremos ao fecho desejado, que é R* = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)}.

O fecho transitivo pode ser obtido através da determinagéo dos pares ordenados que
s80 necessdrios para que a relagdo obtida seja transitiva. Observe que, para isso, € neces-
séria a incluséo, na nova relagao, dos pares (2, 2) e (3, 1). Portanto, o fecho transitivo de R é
R ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),3,1), 3 2

Considere, agora, a relagdo R = {(a, a), (a, b), (b, ¢), (¢, c)} sobre A = {a, b, c}. Vamos, ent&o,
determinar os fechos reflexivo, simétrico e transitivo.

O fecho reflexivo é dado por R U {(b, b)} = {(a, a), (a, b), (b, b), (b, ©), (¢, )}

O fecho simétrico é R U {(b, a), (c, b)} = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, ¢), (¢, b), (¢, )}

Finalmente, o fecho transitivo é R U {(a, ¢)} = {(a, a), (a, b), (a, ¢), (b, ¢), (c, O)}.

Seja R ={(a, b) | a > b} uma relacéo definida sobre o conjunto dos nimeros inteiros (2).

Observe que essa relacdo satisfaz a propriedade transitiva. Nesse caso, o seu fecho
transitivo é ela prépria.

Com relag@o & propriedade reflexiva, seu fecho é R U {{(a,b) la= b}} = {(a,b) la> b} .

O fecho simétricode Ré R u {{(a,b) la< b}} = {(a,b) la = b} -

3.3 Ordens parciais e relagoes de equivaléncia

Nesta secdo, para finalizar, veremos mais duas definicdes importantes no que
diz respeito ao estudo das relacdes. Definiremos o que é uma ordem parcial (e
total) em um conjunto e quando uma relacdo pode ser considerada uma rela-
cdo de equivaléncia em um conjunto.

Comecaremos com a definicdo de ordem parcial.

Uma ordem parcial de um conjunto néo vazio A € qualquer relagéo R em A que seja

reflexiva, antissimétrica e transitiva.
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Os exemplos a seguir mostram como determinar se uma relacéo R pode ser
considerada ou ndo uma ordem parcial de um conjunto A.

EXEMPLO

SejaR arelacdoem A ={0, 1, 2, 3} tal que x Ry : x <y. Podemos, entéo, escrever:
R = {(01 O)l (01 1)1 (01 Q)l (01 8)1 (11 1)1 (15 Q)Y (15 8)Y (Q| Q)Y (Q| 8)Y (8| 8)}'

Esta é uma relacéo reflexiva, pois para todo x € A, temos (x, x) € R. E também antissimé-
trica, pois, para qualquer par ordenado (x, y) que considerarmos, ndo existe (x, y). A proprie-
dade transitiva também se verifica, pois sempre que x relaciona-se com y e este relaciona-se
com z, vemos que x relaciona-se com z. Um exemplo em que isso acontece é com os pares
ordenados (0, 1), (1, 3) e (0, 3), nessa ordem. Fica a seu critério verificar todas as outras
possibilidades de transitividade.

Como a relagéo R é reflexiva, antissimétrica e transitiva em relagéo ao conjunto A, entéo
dizemos que ela € uma ordem parcial em A.

A seguirvocé vé arepresentacao da relagao R deste exemplo através do diagrama de flechas.

:

&

Quando temos uma ordem parcial em um conjunto finito A, podemos também utilizar ou-
tra forma de representacao grafica que é denominada diagrama de Hasse. Nele, cada ele-
mento do conjunto A é representado por um ponto, que denominamos né ou vértice. Se x é
um predecessor imediato de y, o vértice (ou nd) que representa y é colocado acima do vértice

que representa x, fazendo-se a conexdo entre esses dois vértices com um segmento de reta.
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Veja, a seguir, o diagrama de Hasse para a relacéo R no conjunto A, do exemplo 3.21.

3

O termo parcial é utilizado pelo fato de nem sempre termos, no conjunto em questao,
uma relagdo entre todos os seus elementos. Isso pode ser visto no exemplo seguinte (3.22).
Na relacdo que acabamos de ver (x < y) € possivel perceber que h& uma relacéo entre todos
os elementos do conjunto A. Entdo, podemos dizer que a relagdo R em A, nesse caso, é uma
ordem total. No diagrama de Hasse é possivel detectar isso no fato de nao haver nés ou
vértices no mesmo nivel (o que indicaria que os elementos representados por esses nés n&o
se relacionam).

No exemplo a seguir, em que é apresentada uma ordem parcial, atente para a diferenca

na disposi¢ao dos nés do diagrama.

Considere a relacdo R= {(x,y) | x divide y} no conjunto A = {1, 2,3, 6, 12}. A expresséo
“x divide y” pode ser escrita simbolicamente como “x | y".

Podemos escrever a relacdo R em A como
R={1,1),(1,2,01,3),(1,6),(1,12),(2,2),(26),(2,12),(3,3),(3,6),(3, 12),(6,6), (6, 12),(12, 12)}

Observe que essa relacéo é reflexiva, pois todo valor inteiro positivo x divide a si mesmo.
E s6 observar os elementos (1, 1), (2, 2), (3, 3), (6,6) e (12, 12).

Ela também ¢é antissimétrica, pois se x divide y, y somente divide x quando x = y.

Com relagdo a transitividade, podemos verificar que sempre que x divide y e este divide
z, entdo x divide z. Alguns casos em que isso ocorre sao:
s (1,292eRA(26)eR—>(1,6) e R;
= (1,3)eRABI1) eR—> (1,12 e R;
= (2,6)eRAB12eR—> (2,12 e R
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A relagdo R é, portanto, transitiva. Sendo assim, R pode ser considerada uma ordem
parcial em A. Aqui, ndo podemos considerar uma ordem total (ou A ndo é um conjunto to-
talmente ordenado com relagéo a R), pois nem todos os elementos estéo relacionados. Note
que os elementos 2 e 3 ndo se relacionam.

Nesse caso, o diagrama de Hasse tem a forma:

12

A presenca, no diagrama, de dois nés (ou vértices) no mesmo nivel indica que a ordem

€ parcial e néo total.

Considere arelacdo R = {(x,y) | x divide y} no conjunto N* (conjunto dos ndimeros natu-
rais ndo nulos ou conjunto dos nimeros inteiros positivos).

Arelagédo R, aqui, ¢ a mesma do exemplo anterior, mas estendida ao conjunto infinito dos
ndmeros naturais positivos.

Podemos ver que, neste caso, ela também é reflexiva, pois todo valor inteiro positivo x di-
vide a si mesmo. Também & antissimétrica, pois se x divide y, y somente divide x quando x = y.
Quanto a transitividade, também verificamos que sempre que x divide y e este divide z, entdo
x divide z. Um exemplo disso é quando consideramos que 2 divide 6 e este divide 18. Entao,
2 divide 18. A relagéo R &, portanto, transitiva.

Logo, R é uma ordem parcial em N*.

A relagdo “maior que” no conjunto dos ndmeros inteiros (Z) ndo é uma ordem parcial
nesse conjunto (e em nenhum outro), pois esta ndo é uma relagéo reflexiva (apesar de ser

antissimétrica e transitiva). Note que para todo x inteiro ndo existe (x, x).
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A seguir, veja a definicao de relagdo de equivaléncia.

Uma relagédo R em um conjunto A é considerada uma relagcdo de equivaléncia se

ela for reflexiva, simétrica e transitiva em A.

Definir se uma relagéo R é ou ndo uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A,
nada mais é do que verificar se essa relagdo apresenta, em relagdo ao conjunto citado, trés

das propriedades que estudamos: reflexiva, simétrica e transitiva.

Considere o conjunto finito
A={1,23 4}
e arelagdo
R={(1,1),(1,2,(21),(22),(3,3),3, 4),(473), 4 4}

definida sobre A.

Néo € dificil perceber que R é uma relagao reflexiva, pois para todo x € A, temos (x,x) € R.
Isso pode ser percebido pela presenca dos pares ordenados (1, 1), (2, 2), (3,3) e (4, 4)
na relacao.

A simetria também estd presente para todos os termos da relagao. Além dos pares orde-
nados com coordenadas iguais, temos: (1, 2) e (2, 1); (3, 4) e (4, 3).

Quanto & transitividade, note que sempre que se observa as relagdes x Ry e y R z, temos
também a relacdo x R z.

Portanto, R é uma relagdo de equivaléncia em A.

CONEXAQ

Veja mais exemplos de relacdes de equivaléncia no endereco: <http://www.inf.ufsc.

br/~mauro/ineb403/slides_novos/zpdfs_ppts/pb3relequivs.pdf>.

Considere a relacdo R sobre o conjunto dos nimeros reais (R) tal que a R b se, e somen-
te se, a — b € um ndmero inteiro. Isso significa que participam da relagdo aqueles pares orde-

nados em que os elementos s&o nimeros reais e a diferenca entre eles € um ndmero inteiro.
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Vamos verificar se R é uma relagdo de equivaléncia sobre R.

Como “a —a = 0" para todo a € R e “0" é um ndmero inteiro, entdo concluimos que R é
uma relacdo reflexiva em R.

Se “a—b"é um nlmero inteiro para ab € R, entdo podemos concluir que ‘b —a" também
resulta em um ndmero inteiro (que corresponde ao oposto do resultado de “a — b”). Isso signi-
fica que se “a R b’, entdo “b R a". Portanto, a relagéo R é também simétrica em R.

Quanto a transitividade, considere que se “a = b" e “b — ¢”" resultam em ndmeros inteiros,
entdo “a — c” também resulta. Isso corresponde a afirmar que seaRbebRc entdoaRg,
o0 que indica que R é uma relacéo reflexiva (como queremos mostrar). Mas como podemos
mostrar que “a — c” € um ndmero inteiro também?

Comece somando a expressao “b — b" & expressao “a — c”. Isso € o mesmo que somar

zero a expressao “a — ¢, isto é, a expressao nao se altera. Veja:

a-c=(a-c)+(b-b)

Agora, reagrupando os termos, podemos continuar a desenvolver a expressao como

mostrado a seguir:

Como “a — b" e “b — ¢" sdo niimeros inteiros, entdo a soma deles também é um inteiro.
Sendo assim, esta provado que “a — ¢" € um nimero inteiro. Logo, esta provado que a relagao
R & transitiva.

Portanto, R é uma relac@o de equivaléncia, pois € reflexiva, simétrica e transitivaem R.

ATIVIDADES

01. Para cada um dos pares de conjuntos A e B apresentados, construa o gréfico que repre-
senta o produto cartesiano A - B:

a) A={-2-1,0,23eB =123, 4,5}

b) A=[-1,3]eB=1[24];

c) A=[1,+x[eB=][03[;

d) A={xeR/-2<x<bleB={yeR/0<x< 2}
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02. Dados os conjuntos A = {0,1,2345} e B = {-6-5-4-3-2,-1,0} e a relacdo
R:{(x,y)|x+y:0,xeA,yeB},
a) represente graficamente a relacéo R;

b) indique o dominio e a imagem de R.

03. Dados os conjuntos S ={-2,-1,0,1,2,3,4,5,6te T ={1,2,5,10, 17, 26, 37,50} e a
relacdo R={(xy)eSxTly=x2+1},

a) determine todos os elementos da relacdo R;

b) represente a relagdo R utilizando o diagrama de flechas;

¢) indique o dominio, o contradominio e a imagem de R.

04. Considere arelagcdo “x Ry :x >y + 1" sobre o conjunto dos nimeros reais.

a) Represente-a no plano cartesiano.

b) Verifique quais propriedades ela satisfaz (reflexiva, simétrica, antissimétrica, transitiva).

c) Ela pode ser considerada uma ordem parcial sobre o conjunto dos nimeros reais?
Justifique.

d) Elaé uma relagdo de equivaléncia sobre Image? Justifique.

05. Considere arelagdo “x Ry : x +y é par” sobre o conjunto dos nimeros naturais.

a) Verifique quais propriedades ela satisfaz (reflexiva, simétrica, antissimétrica, transitiva).

b) Ela pode ser considerada uma ordem parcial sobre o conjunto dos nidmeros reais?
Justifique.

c) Elaé uma relagdo de equivaléncia sobre R? Justifique.

06. Dada a relacdo “x Ry | x é mdiltiplo de y " sobre o conjunto A = {0, 1, 2, 3}, determine os

fechos reflexivo, simétrico e transitivo de R em relacéo a A.

07. SejaA={1,2,3, 4,5, 6} 0 conjunto sobre o qual tem-se a relagdo R tal que ‘x Ry: x —y
é multiplo de 2".
a) Obtenha todos os elementos da relagdo R.

b) Indique quais propriedades a relagéo R satisfaz.
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%5V REFLEXAO

Neste capitulo, estudamos alguns tipos de relagdes entre conjuntos, numéricos ou néo. Vi-
mos também algumas propriedades dessas relagcdes e o que elas significam. Se alguma
definigdo, conceito ou propriedade nao |lhe pareceu clara ou vocé ainda nao conseguiu com-
preender de forma adequada, sugiro que estude-o ou estude-a com mais calma, retomando
os exemplos, procurando resolver todas as atividades para que vocé ndo encontre maiores
dificuldades nos assuntos que ainda seréo trabalhados neste livro.

No préximo capitulo, estudaremos as fungdes, que séo relagdes entre conjuntos e que
“obedecem” certas condicoes. Dai, a compreenséo dos assuntos deste capitulo que estamos
finalizando torna-se ainda mais importante para que vocé néo se depare com maiores dificul-

dades no estudo dos assuntos do capitulo 4. Até 13!
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4. Funcoes

Olhe bem a suavolta e procure observar, com atencdo, muitos dos acontecimentos
que o cercam. Vocé certamente se dard conta de que, em diversos deles, ha gran-
dezas que se relacionam matematicamente, como a velocidade de um automével,
que varia de acordo com o tempo, ou o desempenho de certo aluno em uma prova,
que pode variar de acordo com o tempo que ele dedicou-se aos estudos; ou, ainda,
ademanda (procura) de um produto que, dentre outros fatores, relaciona-se com o
seu preco. Hd diversas outras situacdes em que podemos observar avariacdo de cer-
ta grandeza em funcédo de outra. Essas grandezas, aqui, chamaremos de varidveis.

O estudo dessas relagdes ndo ocorre apenas em uma area especifica, mas
em todas elas, praticamente. O mais interessante é que podemos descrever tais
relacdes através de formulas matemadticas. Algumas dessas relacdes ja estu-
damos no capitulo 3. Mas, hd tipos especificos de relacdes que denominamos
funcdes. E elas tém uma variedade e um alcance impressionantes com relacio
as suas aplicac¢des praticas.

Modelar o que acontece na pratica com certas varidveis através da aplicacdo
de func¢oes € uma das mais importantes contribuicdes da Matemadtica tanto ao
desenvolvimento tecnoldgico, como ao estudo social e comportamental. Tais
aplicacdes sdo incontdveis e, neste capitulo, veremos a definicdo de funcio,
suas propriedades e estudaremos alguns tipos especificos de func¢des: funcido
do primeiro grau, funcdo do segundo grau e outras fun¢des polinomiais. E, é
claro, veremos muitas aplicacoes.

Da mesma forma como ja feito em capitulos anteriores, todos os conteudos
serdo acompanhados de exemplos e de aplicacdes praticas.

OBJETIVOS

= Compreender o que é uma funcdo matematica;

= Aplicar o conceito de funcéo para gerar fungdes compostas e inversas;
= Efetuar operacdes envolvendo fungdes;

= Reconhecer tipos diferentes de funcdes e suas caracteristicas;

= Realizar célculos de valores de funcdes e determinar suas raizes;

= Esbogar e interpretar gréficos de funcdes;

= Aplicar o conhecimento sobre fun¢des em situagdes préticas do cotidiano.
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4.1 Definicao

Mesmo que ndo percebamos, estamos envolvidos por diversos tipos de funcdes
em nosso cotidiano. Considere, por exemplo, a relacdo existente entre o consu-
mo de dgua em nossa casa e o valor que iremos pagar, o tempo que o compu-
tador leva para realizar certa tarefa e a quantidade de cdlculos que devem ser
realizados, a quantidade de itens comprados e o valor a ser pago, entre tantas
outras situacdes em que hd a relagdo entre duas (ou mais) grandezas. Chamare-
mos essas grandezas de variaveis.

H4 que se destacar que, na pratica, ndo é comum que duas varidveis se re-
lacionem de forma exclusiva, sem a interferéncia de outras. Considere, por
exemplo, uma rela¢do entre varidveis que € bem conhecida e ja foi citada ante-
riormente: a relacdo entre a demanda (procura) de um produto e o seu preco.
Sabemos que o preco € um fator que, geralmente, configura-se como o prin-
cipal ou um dos principais fatores determinantes da procura pelo produto.
Mas, por mais que estabelecamos uma relacdo matemadtica entre tais varidveis
(demanda e preco), sempre havera outras varidveis que, certamente, afetardo o
valor da demanda.

Isso, no entanto, ndo diminui a importancia da aplicacdo de funcdes nesses
tipos de relacdes. A pratica mostra que as fungdes sdo ferramentas fundamen-
tais para tomadas de decisdes mais eficientes e com menor risco de erro.

Veremos agora, a definicdo formal de funcéo.

Considere dois conjuntos A e B. Dizemos que f € uma funcdo de A em B (escrevemos

f: A — B) se, para todo elemento x € A, hd um dnico elemento y € B.

Asvaridveis x e y que se relacionam em uma funcéo f sdo denominadas, res-
pectivamente variavel independente e variavel dependente.

Nos exemplos a seguir sdo analisadas algumas relacdes entre conjuntos
para verificar se sdo ou ndo funcdes.
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EXEMPLO

Considere os conjuntos A ={0,1,2,3,4leB=1{-1,1,3,5,7,9, 11} e arelagiox Ry :
y=2x—1,comx € Aey e B. Podemos escrever R = {(0, -1), (1, 1), (2, 3), (3, 5), (4, T)}.

Observe que todos os elementos do conjunto A estdo relacionados a elementos
do conjunto B. Além disso, cada elemento de A esta associado a um unico elemento
de B. Portanto, estéo satisfeitas as condi¢des descritas acima para que consideremos essa
relacdo uma funcéo de A em B.

Podemos denoté-la na forma f: A — B.

Uma forma comum para indicar uma funcéo € escrevé-la como uma f (x) (1&-se: f de x ou
uma funcéo de x). E comum tanto utilizar esta notagéo como também utilizar y (ou outra letra
qualquer) no lugar de f (x). A expressao f (x) também pode ser substituida por outras formas

como g (), v (1), C (g) etc. E podemos indicar a relagéo entre cada par de termos na forma:
R:{(x,y)|x+y:0,xeA,yeB}
R:{(X,y)eSxT|y:xQ+1}
f(0)=2-0-1=-1=(0) = —1
f(N=2-1-1=1= () =1
1(2)=2-2-1=3=1(2)=3

Geralmente, conforme a aplicacdo que se estd fazendo, sdo escolhidas as letras que
irdo representar as varidveis que se relacionam. Por exemplo, no estudo da velocidade em
relagdo ao tempo & usual indicar a fungéo na forma v (t). Quando a relacdo € entre custo
de producéo de uma certa utilidade e a quantidade produzida, costuma-se utilizar a notagéo
C(g). Independentemente das letras utilizadas, o que importa é reconhecé-las como variaveis
de uma funcao.

O conjunto A que contém os valores x é denominado dominio da fungéo f (esta de-
finicAo é a mesma que vimos no capitulo anterior no estudo das relacdes). A notacéo que
utilizamos, nesse caso, é D (f) = A ou D (f) = {0, 1, 2, 3, 4}. O contradominio da funcdo
f é o conjunto B. Denotamos CD (f) = B ou CD (f) = {-1, 1, 3, 5, 7, 9, 11}. Os elementos
do conjunto B que estdo associados a elementos de A constituem a imagem da funcéo f.

Nesse exemplo, temos, portanto, Im (f) = {-1, 1, 3, 5, 7}.

88 m CAPITULO 4



O termo “imagem”, no estudo de fungdes, tanto pode ser utilizado para se referir ao con-
junto de elementos do contradominio que estdo associados a elementos do dominio como
também para indicar individualmente essa relagao. Nesse exemplo, podemos dizer que:

* “—1" & imagem de ‘0", pois T (0) = —1;
* “1" & imagem de “1”, pois f (1) = 1;
» “3"¢é imagem de “2", pois f (2) = 3;
* “5" & imagem de “3”, pois f (3) = 5;
» “7" & imagem de “4”, pois f (4) = 7;

Vamos representar a fungdo deste exemplo utilizando diagramas. Essa ndo é a forma
mais usual de representagéo, como veremos no decorrer deste capitulo. As representagdes
gréficas de fun¢des sao feitas, geralmente, no plano cartesiano. Mas, a representagéo por
diagramas (quando dos conjuntos que se relacionam s&o finitos) sdo Uteis para que vocé

entenda melhor quando uma relagéo € ou ndo uma fungéo. Veja a seguir.

b

As condigbes para que uma relagdo entre A e B seja também uma funcéo entre tais
conjuntos pode ser verificada através do diagrama de flechas acima da seguinte forma: o
conjunto das varidveis independentes x, que aqui é o conjunto A, deve ter flechas saindo
de todos os seus elementos e nenhum deles pode ter mais do que uma flecha. Ou seja,
todos os elementos do conjunto A devem estar associados a elementos (y) do conjunto B
e cada um deles (x) deve estar associado a um Unico elemento y de B. Ja os elementos do
conjunto B nao precisam estar todos associados a elementos de A e qualquer um pode estar

associado a mais do que um elemento x de A (receber mais do que uma flecha).
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Observe, no diagrama, que de cada um dos (todos os) elementos de A (0, 1, 2, 3 e 4) sai
uma Unica flecha. J4 os elementos de B podem nao receber nenhuma, como é o caso dos
ndmeros 9 e 11. Pelo diagrama podemos, também, detectar de forma rapida o dominio, a
imagem e o contradominio da fun¢do. O dominio € o conjunto de onde saem as flechas (nele
incluem-se todos os elementos do conjunto) e o contradominio é o conjunto aonde chegam
as flechas (nele incluem-se todos os elementos do conjunto, inclusive aqueles que ndo estéo
associados a nenhum elemento do dominio). J4 a imagem é composta apenas por aqueles
elementos do contradominio que “recebem” flechas, isto ¢, aqueles que estdo associados a
elementos do dominio.

Veja, no préximo exemplo, mais um caso de funcéo com representagéo por diagramas.

Considere os conjuntos A ={-1,-2,0,1,2,3}e A=1{0,1,2,3,4,5,6, 7,8, 9} relaciona-
dos pela férmula (“lei") y = x%, comx e Aey e B.
Por se tratar de dois conjuntos finitos, podemos enumerar os elementos da relagéo en-
tre ambos:
R=1{(-24),(-1,1)(0,0),(1,1),(2 4), (3 9

Veja, abaixo, a representagéo dessa relagdo na forma de diagramas.

© 0 30 0o~ WN = O
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Observe que, aqui também, todos os elementos do conjunto A estéo relacionados a
elementos do conjunto B. Além disso, cada elemento de A esta associado a um unico
elemento de B. Portanto, estéo satisfeitas as condigdes descritas acima para que conside-
remos essa relagdo uma fungdo de A em B e representd-la, portanto, na forma f : A — B.
Mas, hé elementos do conjunto B (contradominio) que estdo associados, cada um deles, a
dois elementos do domihio A. Isso ndo impede que a relacdo seja considerada uma fungéo,
pois sdo os elementos do dominio que devem estar associados a apenas um elemento do
contradominio (e ndo o contrério).

Para esta funcao, temos:

D) =A=1{-1,-2,0,1,2,3}
-CD()=B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
- Im (f) = {0, 1, 4, 9}

No préximo exemplo, vamos definir uma relagéo que néo é fungéo.

Vamos considerar a relagdo y = x? = 1 definida nos conjuntos A ={-1,0,2} e B ={1, 2,
3,4comx e Aey e B.

Como podemos escrever a relagdo y = f (x) = x? + 1, entdo, nesse caso, temos:
 f(-1)=(-1)>+ 1 = 2,isto & aimagem de “—1" & “2";
* £(0) =02+ 1=1,isto & aimagem de “0" é “1”;

= £(2) = 22 + 1 = B, mas este valor ndo é um elemento do contradominio.

Portanto, f ndo é uma funcé@o de A em B (mas pode ser considerada uma relagéo de

Aem B).
Na representacéo por diagramas, podemos ver que néo se trata de uma funcéo pelo

fato de ter um elemento do dominio (conjunto A) que n&o tem nenhum valor associado no

contradominio (conjunto B). Veja:

I
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Veja outro exemplo de relagdo que nao é fungéo, mas, agora, por ndo cumprir a outra
condicao da definicdo de funcao.

Considere arelacdo de A=1{0,1,4}eB=1{-1,0,1,2,3}comx e Aey e B.

Para isolar a variavel dependente y, podemos escrever:
y2 :x:y:i\/;ouy:f(x):i\/;

Dai, temos:
- f(0)= +J0=0,isto & a imagem de “0” é “0”;
= ()= +/1=+1,isto &, as imagens de “1" sa0 “~1" e “1";
- f(4)= +\/4 =+2, 0 que nos leva a concluir que a imagem de “4” é apenas o “2", pois 0 “~2"

n&do pertence ao contradominio.

Antes de tirarmos qualquer conclusdo quanto ao fato de f ser ou ndo uma fungéo de A

em B, vamos analisar o diagrama de flechas dessa relagéo.

_

Note que o elemento “1” do dominio esta associado a dois elementos do contradominio.
Embora, nos célculos, vimos que algo semelhante ocorre com o elemento “4” do dominio, ele
esté associado a apenas um elemento do contradominio (que é o “2"), pois o outro elemento
com o qual ele se relacionaria (que é o “~2") ndo estd presente no contradominio da relagéo.

Entdo, podemos concluir que f ndo € uma fun¢édo de A em B justamente por existir
um (ou pelo menos um) elemento que estéd associado a dois elementos do contradominio.
No diagrama, podemos chegar a essa conclusdo sempre que observarmos duas (ou mais
flechas) saindo de um mesmo elemento do dominio da relacao.

A partir de agora, iremos nos focar apenas nas relagdes que sao fungoes.
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4.2 Fungoes sobrejetoras, injetoras e bijetoras

Na secdo anterior definimos quando uma relacéio entre dois conjuntos A e B
pode ser considerada uma funcdo de Aem B (f: A ® B). A definicdo baseia-se no
tipo de relacdo que ha entre elementos desses dois conjuntos. Lembre-se que a
relacdo s6 € uma funcdo quando todos os elementos do conjunto A (que € o do-
minio da funcio) estdo relacionados a elementos de B (contradominio) e cada
uma dessas relacdes deve ser Unica, isto é, cada elemento de A pode relacionar-
se com apenas um elemento de B.

Quanto aos elementos do contradominio (B) ndo hd essa preocupacio,
pois cada um deles pode estar associado a um unico elemento do dominio (A),
a mais do que um ou a nenhum. No entanto, quando todos os elementos do
contradominio estfo associados a elementos do dominio e/ou quando cada um
estd associado a um unico elemento do dominio, a funcdo pode ser classificada
em injetora, sobrejetora ou bijetora.

Utilizaremos os proximos exemplos para mostrar como realizar este tipo
de classificacdo.

EXEMPLO

Dados os conjuntos A = {-1,0, 1, 2,3} e B = {0, 1, 2}, considere a fun¢éo f : A — B, tal

que f (x) = [x — 1]. Temos, portanto:

f(-1)=|-1-1=]-2 =2
£(0)=lo-1=|-1=1
f()=[1-1=[0]=0
f(2)=[2-1=[1=1
f(3)=|3-1=[2/=2

Observe que todos os elementos do contradominio B estdo associados a pelo menos
um elemento do dominio A. Entao, podemos classificar essa fungéo como sobrejetora. Veja

também sua representagéo através de diagramas a seguir.
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Uma caracteristica da representagdo por diagramas de fungdes sobrejetoras é que po-
demos observar que todos os elementos do contradominio “recebem” flechas, ndo importan-

do se algum deles tem mais do que uma associag&o.

De forma geral, uma funcéo f de A em B é denominada sobrejetora (ou sobrejeti-
va) quando todo elemento do conjunto B é imagem de pelo menos um elemento do

conjunto A.

A definicdo acima também pode ser escrita na forma:

Uma fungéo f de A em B é denominada sobrejetora quando sua imagem é igual ao

seu contradominio, isto &, Im (f) = CD (f).

Dados os conjuntos A = {-1, 1,2} e B = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}, considere a fungdo

f:A— B, tal que f(x)= 4 x . Temos, portanto:
X

4

f(-1)==-(-1)=-8
f()=3-1-3
f(2)=3—2=0
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Utilizando a representacao por diagramas, temos: -3

Note que os elementos “-3", “0”" e “3", que constituem a imagem da funcéo f, tém, cada
um, apenas um elemento associado do dominio de f. Quando isso acontece, dizemos que a

funcao € injetora.

De forma geral, uma funcéo f de A em B é denominada injetora (ou injetiva) quando

cada elemento da sua imagem tem uma Unica associagéo com elemento do dominio.

A definicao acima também pode ser escrita na forma:

Uma funcéo f de A em B é denominada injetora se para quaisquer dos elementos

distintos de seu dominio correspondem dois elementos distintos de sua imagem.

Vocé pode ainda considerar que se para uma funcéo f (x) ser classificada como injetora

deve ocorrer que se X, # x,, entdo f (x,) = f (x,).

Dados os conjuntos A = {2, -1, 0, 1, 2} e B = {-3, -1, 1, 3, b}, considere a funcio

f:A— B, tal que f(x) = 1 + 2x. Temos, portanto:
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Observe que todos os elementos do contradominio B estdo associados a apenas um
elemento do dominio A. Ent&o, podemos classifica-la tanto como injetora como sobrejeto-

ra. Nesse caso, dizemos que a funcéo € bijetora.

De forma geral, uma fungéo f de A em B é denominada bijetora quando todo elemen-

to do conjunto B é imagem de um dnico elemento do conjunto A.

A definicdo acima também pode ser escrita na forma:

Uma fungéo f de A em B é denominada bijetora quando ¢ injetora e sobrejetora

simultaneamente.

Os exemplos até agora, em sua maioria, consideravam relagées ou fungdes entre conjun-
tos com quantidades finitas de elementos para facilitar a compreenséo das definicdes, con-
ceitos e procedimentos que foram abordados. Contudo, na maior parte das aplicagdes que

fazemos de todo esse contelido, os conjuntos que se relacionam s&o infinitos. Geralmente,
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o conjunto sobre o qual definimos uma fungao (ou relacéo) é o conjunto dos nimeros reais
ou algum subconjunto seu.
Portanto, a partir de agora, priorizaremos o uso de exemplos com conjuntos reais. Mas

como podemos classificar fungdes desse tipo? Veremos na segé@o 5 deste capitulo.

4.3 Funcéo inversa

Geralmente, numa funcio, expressamos a variavel dependente y em relacdo a
varidvel independente x. Temos, portanto y = f(x). Para qualquer valor que atri-
buimos a x, conseguimos determinar o valor de y. Mas, serd que ndo podemos
fazer o contrario? Expressar x como funcdo de y. Vamos ver um exemplo prati-
co disso.

EXEMPLO

Uma aplicagéo classica de fungao em Economia refere-se a relacéo entre a demanda de
(ou procura por) um produto e o seu preco. Aqui, tanto podemos expressar a demanda em
relagdo ao preco, como o prego em relagdo a demanda. Ou seja, a demanda, ora pode ser a
varidvel dependente, ora a varidvel independente. O mesmo vale para o prego.

Considere, por exemplo, a demanda y de certo produto dada por:
y =50 - 2x

em que x é o prego unitério deste produto.

Da forma como esta escrita, costumamos dizer que y € uma fungéo de x ou y é a varidvel
dependente e x, a varidvel independente.

Para qualquer valor que atribuimos a x, conseguimos, facilmente, calcular y. Esta é uma
forma Gtil para analisar como a demanda se comporta em relacéo a variagéo do preco.

Mas, se quisermos analisar a variagdo do preco em relagdo a demanda, qual é a forma
mais adequada de relacionar tais variaveis?

Podemos, na fungdo dada, isolar a varidvel x. Veja:

50—y

oux=25-0,5y
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As funcdes y=50-2xex= sdo denominadas fungbes inversas. Note que
para qualquer par (x,y) que pertence & primeira, temos que o par (y, x) pertence a segunda.
Considere, por exemplo, o par ordenado (10, 30) que pertence & primeira fungéo e constate
que o par ordenado (30, 10) pertence & segunda. De fato, se atribuirmos o valor 30 para va-
ridvel y, na segunda func@o, o valor de x serd 10 (ndo se esqueca que para a segunda funcéo,
a primeira coordenada do par ordenado é y e a segunda, x).

O que é dominio em uma fungdo é imagem em sua inversa. E o que é imagem, na sua
inversa é dominio. A notacao que utilizamos para determinar a fungéo inversa de f é f .

Uma funcéo f admite fungdo inversa f ' quando ela é bijetora (todo elemento do contra-
dominio estd associado a um Unico elemento do dominio).

Para determinar a inversa de uma funcéo, o procedimento varia de acordo com a forma
da expressao que a define. No entanto, o que podemos estabelecer como regra e que se a
funcéo considerada é definida como y = f (x), devemos isolar x, isto &, obter uma expresséo
que mostra x (isolado) em funcdo de y. Apds isso, podemos trocar as varidveis, pois costu-

mamos considerar que x € a varidvel independente e y a dependente. Vamos a um exemplo.

?
-3
Vamos considerar y = f (x) na express&o acima e isolar x, como mostrado a seguir.

Como podemos determinar a inversa da fungdo f(x)=

5
2x

9x—-3=

Y= o3
5
y
x=213
y
5

X =

3

+ —

2y 2
Trocando x pory e y por x, temos:

_5,3

YT

que também pode ser expressa na forma:
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4.4 Composicao de funcoes

A partir de duas ou mais func¢des € possivel compor novas funcdes através das
operacoes elementares de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo, além de
outras. Mas, hd uma forma bem conhecida de composicio entre duas (ou mais)
funcdes em que uma delas é a varidvel independente da outra. Veja no proximo

exemplo algumas formas de realizar a composicio entre duas funcdes.

EXEMPLO

Considere as fungées f:R—>Ref:R > R taisque f(x) =2x+ Teg(x) = x> - 4.
Podemos obter uma nova fungéo, que denominaremos h (x), de algumas formas diferen-

tes. Veja a seguir:

h(x)=f(x)+g(x) =h(x) =2x+1+x2 —4=h(x) =x2 +2x -3

h(x):f(x)—g(x):>h(x):2x+1—(x?_4)3h(x):_xg+2X+5

h(x):f(x)'g(x)3h(><)=(2><+1)~(x9—4):h(x):2x3+xQ—8x—4
_f(x) Ox+1

h(x)_g—x):h() =2

A composicéo pode ocorrer de outras formas também. Mas, quando utilizamos a expres-
s&o fungdo composta, geralmente, estamos nos referindo ao tipo de composicéo entre duas

fungdes em que uma passa a ser a varidvel independente da outra, como mostrado a seguir.

h(x)=1f(g(x)) =h(x)=2(x2 -4) +1=h(x) =2x2 -7

Observe que para obter a fungéo composta h(x), calculamos o “valor’ da funcéo f para
x igual a fungdo g. Além da representagéo utilizada na determinagéo da funcdo composta
acima, uma notacéo bastante utilizada para esse tipo de composicéo é f+ g ou f - g (x).

E importante notar que a composicdo de funcdes ndo é comutativa, isto é,f-g=g-f.

Veja, para as funcdes dadas nesse exemplo, como fica definida a fungéo g - f:

g~f:g(f(x))2g-f:(Qx+1)2—4:g~f:4x9+4><—8
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4.5 Fungoes do primeiro e do segundo graus e seus graficos

Nesta secdo, estudaremos dois tipos elementares de funcdes e que possuem
uma infinidade de aplicacdes: funcdo do primeiro grau e funcido do segundo
grau (ou quadratica).

Comecaremos com a mais simples delas (porém, ndo menos importante)

que € a funcdo do primeiro grau.

Denominamos funcé@o do primeiro grau, na varidvel x, toda fungéo f: R — R que
pode ser escrita na forma
f(x)=ax+ b (ouy=ax+b)

Em que a e b s&o valores reais quaisquer, com a # O.

A constante real a é denominada o coeficiente angular (ou de inclinacio)
da funcdo. Ela é sempre o valor (coeficiente) que multiplica a varidvel indepen-
dente x e ndo pode assumir valor zero, pois, dessa forma, a funcdo nio teria em
sua expressdo a variavel x, isto é, passaria a ser uma funcéo constante (e ndo do
primeiro grau). A constante b é denominada coeficiente linear (ou intercepto)
da funcéo e é sempre o valor que aparece isolado, isto é, ndo multiplica a varia-
vel independente.

O grafico da funcio de primeiro grau € sempre uma reta e o “sinal” do coefi-
ciente angular a determina se ela sera crescente (a > 0) ou decrescente (a < 0).Ja
o coeficiente linear, ou intercepto, b indica o ponto (valor) no qual a reta, que é
o grafico da funcéo de primeiro grau, cruza o eixo vertical y.

Como o gréfico de uma funcdo do primeiro grau € sempre uma reta, basta
conhecer dois pontos pertencentes a ela para que possamos construir grafica-
mente essa relacdo. Mas, para que vocé possa entender melhor o significado
que o coeficiente angular tem em uma funcéo do primeiro grau, no préximo
exemplo iremos obter mais pontos do que o necessario.
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2% EXEMPLO

Exemplo 4.11

Considere a fungdo f (x) = 2x + 1. Vamos determinar alguns de seus valores a partir dos

seguintes valores de x: =2,-1,0, 1 e 2.

f(=2)=2:(-2)+1=—4+1=-3
f(=1) (-N)+1=—2+1=-1

(-2)=2-
(=1=2-
f(0)=2.0+1=0+1=1
(
(

f 1)=Q-1+1=Q+1=3
f(2)=2-2+1=4+1=5

Os resultados acima estéo representados na seguinte tabela:

Observe que, os valores arbitrariamente atribuidos a x variam positivamente de uma em
uma unidade. Enquanto isso, os valores de y variam de duas em duas. Isso deve-se ao fato
do coeficiente angular dessa funcéo ser igual a 2. Ele, justamente, determina qual serd a
variagdo de y cada vez que x aumenta uma unidade.

Escolhemos apenas alguns valores dentre os infinitos possiveis valores que x pode as-
sumir. Mas, no momento de tracar o gréfico, devemos considerar que os pontos escolhidos
apenas representam alguns dos infinitos pontos de uma reta. Entdo, para tracar o grafico
de uma funcéo do primeiro grau, localizamos os pontos obtidos (lembre-se que dois pontos
apenas ja s&o suficientes) e tracamos uma reta passando por eles. Abaixo, veja o gréfico da

funcéo f (x) = 2x + 1.
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5 (2,5)

3 (1,3)

A representagdo gréfica que fazemos de uma fungdo do primeiro grau, logicamente, é
limitada (finita). No entanto, a reta é infinita. Portanto, considere que para quaisquer valores
que escolhermos no eixo x, sempre teremos um valor associado no eixo y. Isso nos leva a
concluir que o dominio de uma funcdo desse tipo é todo o conjunto dos nimeros reais. O
mesmo vale para y e para a imagem da fungéo que também é composta por todos os reais.

Entdo, podemos escrever:
Df)=Relm() =R

Uma funcdo do primeiro grau é sempre bijetora, pois ela é injetora e sobrejetora.
Como todos os elementos do contradominio participam da relagéo (o conjunto imagem é
igual ao contradominio), concluimos que ela é sobrejetora. Além disso, sempre que Xy # Xo
temos f (xw) = f (xQ), 0 que nos leva a concluir que ela € injetora (cada valor de y estd asso-
ciado a um Unico valor de x).

Dois pontos que, geralmente, séo importantes nas aplicagdes de funcdes sdo raiz e
intercepto. O intercepto € Unico, mas dependendo do tipo de fungéo, pode haver mais raizes
ou também pode ndo haver nenhuma. A fungdo do primeiro grau possui apenas uma raiz e
um intercepto.

A raiz de uma funcéo é o valor (ou os valores) de x para o qual (ou para os quais) a fungéo

se anula, isto &,
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Se f (c) = 0, entéo ¢ é uma raiz da funcéo f(x)

A raiz € sempre o ponto de interseccdo do grafico da fungéo com o eixo x. Entéo, ele
sempre é representado por um par ordenado da forma (x, 0).
Jd o intercepto de uma fungéo é o ponto de intersecgdo do seu grafico com o eixo y. Ele

é sempre da forma (0, y).

Se f (0) = ¢, entdo c & o intercepto da funcéo f (x).

No caso da funcéo do exemplo que estamos apresentando, a raiz pode ser obtida fazen-

do f (x) = 0 e resolvendo a equagio resultante, como mostrado a seguir:

1
A raiz &, portanto, X=*§, ou podemos também indica-la através do par ordenado

[O,—Ej . Veja, no gréfico dessa funcéo, que a intersecgao com o eixo x ocorre nesse ponto.

Quanto & determinagéo do intercepto, basta apenas substituir a varidvel independente

x por zero e calcular o valor da funcéo f (x). Para a funcdo deste exemplo, temos, portanto:

f(0)=2-0+1
f(0)=1

Veja, novamente no gréfico, que a interseccao com o eixo x ocorre no valor 1, ou no ponto
(0,1). No caso da fungao do primeiro grau, na forma f (x) = ax + b, o intercepto é sempre o
coeficiente b.

O exemplo seguinte mostra uma funcao do primeiro grau em que o coeficiente angular

é negativo.
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Exemplo 4.12

Seja f a funcao real (isso € o mesmo que dizer que o dominio e o contradominio s&o o
conjunto dos nimeros reais) dada por
f(x)=-3x+2

Podemos obter quaisquer dois pontos dessa fungéo para tragar seu grafico. No entanto,
pela importancia que geralmente a raiz e o intercepto assumem nas aplicacdes e nas anali-
ses gréaficas, vamos elegé-los como os pontos que nos auxiliardo nesse tragado.

O intercepto € o ponto (0, b), que nesse caso, é (0, 2).

A raiz é o ponto em que f (x) = 0, ou seja, o ponto (O%) . Veja a seguir, como foi obtido

o valor % deste ponto:

f(x)=0
-3x+2=0
—-3x=-2
2
X==
3
A seguir, o gréfico da fungéo.
y

intercepto 24(0, 2)

0 (067,0) X
-1 0 iz | 2 3
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Agora, passaremos a estudar a fungdo do segundo grau. Vamos iniciar através de
um exemplo que, a0 mesmo tempo, mostra como pode surgir uma funcéo desse tipo e qual

sua aplicabilidade.

O proprietéario de uma loja de informatica compra, mensalmente, 50 unidades de certo
roteador por R$ 70,00 cada. Ele propds, ao seu fornecedor, que aumentaria sua compra em
2 unidades para cada R$ 1,00 de desconto que Ihe fosse concedido. O fornecedor aceitou
a proposta.

Sendo assim, como podemos estabelecer uma fungdo que relacione o valor total y pago
pelo proprietério da loja ao fornecedor em funcéo do desconto unitario concedido x ?

O valor que o proprietério pagava ao fornecedor pelas 50 unidades era obtido pelo pro-
duto B0 x 70 = 3.500 reais. Agora, o prego unitério seré dado por “70 - x’, onde x & o valor
do desconto (por unidade) e a quantidade comprada seré dada por “50 + 2x”, pois para cada
unidade de x serdo compradas 2 unidades a mais. Dessa forma, denotando pory o valor total

a ser pago, teremos:

y =(50+2x)(70-x)

Desenvolvendo essa expresséo, chegamos a:

y =—2x2 +90x + 3.500

que é uma fun¢é@o do segundo grau.

Séo diversas as situagdes em que uma fungdo desse tipo pode ser aplicada. Na Eco-
nomia e Administragéo ela é extremamente Util para otimizar a relagédo prego ~ quantidade
com o objetivo de determinar a quantidade (e o preco) ideal para que se obtenha o maior
lucro possivel. Na Fisica, ela é utilizada, por exemplo, no estudo da velocidade de um mdvel.
No contexto do exemplo que acabamos de ver, ela pode ser utilizada pelo fornecedor do
roteador para determinar o valor de desconto x que fard com que o valor pago y seja o maior
possivel. Para isso, & preciso conhecer algumas propriedades desse tipo de funcéo. E o que

faremos a seguir.
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Denominamos funcao do segundo grau, na varidvel x, toda funcao f: R > R que

pode ser escrita na forma
f(x)=ax? +bx +c (ou y =ax? +bx+c)

Em que a, b e ¢ sdo valores reais quaisquer, com a # 0.

Para a fungdo y = —2x2 + 90x + 3.500 do exemplo que acabamos de estudar, temos:
a=-2,b=90ec=3500.

Os coeficientes b e ¢ podem ser iguais a zero, mas o coeficiente a nao, pois, se isso
ocorrer a funcao deixa de ser do segundo grau.

O grafico de uma funcdo de segundo grau tem o formato de uma parabola, com con-
cavidade que pode estar voltada para cima ou para baixo, conforme o “sinal” do coeficiente a.

Se a > 0, a concavidade serd voltada para cima e se a < 0 ela serd voltada para baixo,

como mostrado a seguir.
Vértice

Vértice

a>0 a<0

O vértice da pardbola, que vocé vé indicado na figura acima, é o seu ponto mais baixo,
quando a concavidade é voltada para cima, ou o ponto mais alto, quando a concavidade é
voltada para baixo. E, em relagéo ao eixo vertical que passa sobre o vértice, a parabola apre-
senta simetria. Portanto, quando tragamos uma linha horizontal que intercepta a pardbola
em dois pontos, o segmento determinado por um desses pontos e a interseccao dessa linha
com o eixo vertical tem a mesma medida que o segmento determinado por essa intersecéo
e o outro ponto de cruzamento da linha horizontal com a parébola. Veja a representacdo nas

figuras a seguir.

/ Vértice

/

Vértice
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Para tracar o grafico de uma fungdo do segundo grau, além das informagdes ja mostra-
das, é importante conhecer as coordenadas de seu vértice e outros pontos notéveis como
suas raizes (se existirem) e seu intercepto.

O intercepto, lembre-se, é o ponto de intersecgdo de uma fungdo com o eixo vertical
Y, ou seja, é o ponto da fungdo em que x = 0. No caso de uma fungédo do segundo grau, é
sempre o ponto de coordenadas (0, c).

Javimos que a raiz de uma fungéo y = f (x) é o valor que a varidvel x assume de tal forma
que y sejaigual a zero. No gréfico, a raiz indica o cruzamento do gréafico da fungdo com o eixo
x. Uma fung&o do segundo grau pode ter ou néo raizes. Além disso, o encontro da parabola
pode se dar em um Unico ponto ou em dois.

Para calcularmos as raizes da fungéo de segundo grau (se elas existirem), devemos igua-
lar a fungdo y = f(x) a zero e resolver a equacéo resultante. Vocé pode utilizar qualquer méto-
do de resolugéo de equagéo do segundo grau. Aqui, iremos utilizar a férmula de Bhaskara,
em que calculamos o discriminante delta (A). O sinal desse discriminante é que determina o
ndmero de raizes da equacéo e, consequentemente, da fungéo do segundo grau.

Na figura a seguir, veja as situacdes possiveis do tragado de uma pardbola, com relacao

as suas raizes.

A>0 A<D

%

\eixo X

XW
eixo x
X1

eixo x

\\/ eixo x
€eixo x

Quando igualamos a fungdo do segundo grau a zero, obtemos uma equagéo da forma

o.

x

o

>
\ X

ax? + bx + ¢ = 0. E a férmula de Bhaskara que fornece suas raizes (se elas existirem) é:

MERLY
2a

em que A = b2 + 4ac.
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Ha& outras formas de determinar as raizes de uma equagéo do segundo grau, que nao
serdo aqui apresentadas.

O vértice de uma parabola situa-se em seu eixo de simetria. Entdo sua coordenada x
pode ser obtida calculando-se a média entre as raizes, quando elas existirem. Mas, princi-
palmente, quando elas ndo existem, torna-se mais préatico utilizar as férmulas a seguir para

determinar, respectivamente, sua abscissa x, e sua ordenadayy, :

A coordenada y, sempre representa o valor maximo ou minimo da fungéo, conforme a
concavidade seja voltada, respectivamente para baixo ou para cima. Dessa forma, a coor-
denada x, € o valor que atribuimos a variavel independente x para obter o valor méximo ou
minimo da funcao.

Vamos a alguns exemplos de construcéo de gréficos de fun¢des do segundo grau.

Vamos esbocar o gréfico da funcéo f (x) = x* — 4x — 5.
Nesse caso, temosa = 1,b = -4 e ¢ = -5. Como a > 0, entdo concluimos que a para-
bola tem concavidade voltada para cima.

As raizes séo calculadas igualando-se y a zero e resolvendo a equagéo resultante:

f(x)=0=>x2-4x-5=0

Temos:
A=b2-4ac
A=(-4)" -4-1.(-5)
A=16+20
A=36
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Como A é positivo, entdo concluimos que a funcdo possui duas raizes reais distintas.

Vamos calculé-las utilizando a férmula de Bhaskara:

Lo hEVA
T 2a
_—(-4)£V36
N 2.1
X4 :g:5
4+6
oo
X *_—2771
375~
Portanto, as raizes sao b e —1.
O intercepto é o ponto (0, ¢), isto &, (0, —5).
As coordenadas do vértice séo:
X :_Ez_i:_j:_(_g)zg ey :—A:—ﬁz—@:—g
v Qa 21 2 v 4a 4.1 4

Logo, o vértice é o ponto (2, -9).

A partir dos pontos obtidos, podemos construir o grafico seguinte:

8-
7_)’
6
5
44
34
b
1
r T IO T

-3-2-#19 1
_Q_

-3
A\
-5
-6
-7
-8
—94

-10-

N 4
w A
~ 4
&
o A
g dx

O dominio de uma funcao quadratica é composto por todos os nlimeros reais. Com rela-
c&o a imagem, é preciso considerar que a coordenada y, (y do vértice) a limita. Se a concavi-
dade da pardbola é voltada para cima, entdo o conjunto-imagem é dado por Im (f) = [y,, [.
Quando a concavidade é voltada para baixo, temos Im (f) = [~o, yv[. No caso da funcéo

apresentada neste exemplo, temos Im (f) = [-9, o[,
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Agora vamos esbocar o gréfico da fungdo g (x) = —x? + 2x — 1, que possui apenas um
ponto de intersecg@o com o eixo x.

Considerando que a = =1, b = 2 e ¢ = -1, vamos obter os pontos que nos ajudardo
no tracado do gréfico. Como a < O, concluimos que a concavidade da parédbola é voltada
para baixo.

O intercepto € (0, ¢) = (0, —1).

Igualando g(x) a zero e resolvendo a equacéo resultante, chegamos as raizes desejadas.

g(x)=0=-x?+2x-1=0

Dai,
A=b2 -4ac
A=22-4-(=1)-(-)
A=0

Como A = 0, entao concluimos que a fungéo possui uma Unica raiz, que determinaremos

utilizando a férmula de Bhaskara:

L JA
Qa
2% Jo
2-(-1)
_—2z0
-2
x=1
Portanto, a raiz é 1.
As coordenadas do vértice sdo:
hob 2 2 o A0
Y %2 2(-1) -2 Yo4a 4()

Portanto, o vértice é o ponto (1, 0). Dai, podemos concluir que Im (g) = [—o, O[. Lembre-

se que o domihio de toda funcéo do segundo grau é R.
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A seguir o gréfico da fungao.

Exemplo 4.16

Neste exemplo, veremos um caso em que a fungdo ndo possui raiz real. Considere a
funcéo h (x) = 2x? + b.

Temosa=2,b=0e c=5.Comoa >0, entdo concluimos que a pardbola tem conca-
vidade voltada para cima.

Obtemos as raizes, resolvendo a equacéo h(x) = 0, como mostrado a seguir.

2x2+ b
Dai,
A=b?—-4ac

A=02-4.2.5
A=-40

Como A é negativo, entdo concluimos que a fun¢éo néo possui raiz real.
O intercepto é (0, 5).

As coordenadas do vértice séo:

X :_iz_i:Oey :_A:_Lm:_im:_(_5):5
' 22 2.2 Y 4a 4.2 8
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Observe que essa funcdo, além de ndo ter raizes, tem vértice e intercepto coincidentes, o
que nos leva a ter somente um ponto da parabola que a representa. No entanto, conhecemos
a concavidade da parabola e sabemos que ela é simétrica em relacéo ao ponto que temos
(vértice). Isso ja € suficiente para fazer um esboco razodvel do gréfico. Mas, para ter uma

maior precisao no tragado, podemos calcular mais alguns pontos dessa funcéo:

f(~1)=2-(=1)> +5=2-145=2+5=7—>ponto:(~17)
f(1)=2-+5=2.14+5=2+5=7—>ponto:(1,7)

Segue o gréfico.

A imagem dessa fungo é Im (h) = [5, ool

=7 CONEXAO

Nos enderegos abaixo, vocé encontra videos explicativos sobre funcdes de primeiro e se-
gundo graus.

= <http://youtube/KQI2bwnQYOY > (fungéo do primeiro grau)

= <http://youtu.be/IRTWMsJEEUM> (fungéo do primeiro grau)

= <http://youtube/Pw-ROOBQJJ4> (funcdo do segundo grau)

= <http://youtu.be/PdtEwtxDx28> (fungéo do segundo grau)
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* <https://www.youtube.com/watch?v=j1rdtLdo4Rg> (Construcio de graficos utilizando o
Excel e os softwares Grapes e Equation-Graph)

* <https://www.youtube.com/watch?v=I8JtEEIkSpU> (fun¢do do segundo grau)

» <https://www.youtube.com/watch?v=uLIVkvld9 1k> (funcdo do segundo grau)

* <https://www.youtube.com/watch?v=dueBly7yHo4 > (aplicagdes de funcdes de primeiro
e segundo graus)

* <https://www.youtube.com/watch?v=DTgvUslBJak> (aplicacdes de funcdes de primeiro

e segundo graus)

4.6 Funcbes polinomiais

As funcoes de primeiro e segundo graus, que acabamos de estudar, fazem parte
de um grupo de func¢des que denominamos funcdes polinomiais.

Uma fungéo f (x) é denominada funcéo polinomial de grau n se pode ser escrita

na forma
— n n—-1 9
f(x)=ax"+a,_x""+...+ax?+ax+a,

em que 2,3, _y-.,85,a,8, €R,com a_, #0.

Uma funcdo polinomial de grau 0 (zero) € uma funcio constante. Se for de
grau 1, € uma funcédo do primeiro grau. A de grau 2 € funcdo quadrética ou do
segundo grau. Estas duas ultimas nods ja estudamos. A funcéo constante é¢ uma
funcdo bem simples cujo grafico é sempre um reta paralela ao eixo x. Por exem-
plo, a funcdo constante f(x) = 3 € representada graficamente por uma reta para-
lela ao eixo x e que cruza o eixo y no valor 3.

As func¢des polinomiais com grau n > 2 tém comportamentos bem conhe-
cidos e, de certa forma, faceis de serem determinados. Mas, as func¢des poli-
nomiais com grau maior que 2 ndo comportam-se de forma bem padronizada.
Ha sim, algumas repeticdes de padrdes de comportamento entre funcdes do
terceiro grau, por exemplo, mas nio da mesma forma como vimos com funcdes

de graus menores. Portanto, dependendo da funcio polinomial com a qual
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estamos trabalhando, a determinacéo de suas raizes e a construcéo do grafico
nem sempre é tarefa facil.

Nesta secfio, veremos, através de alguns exemplos, como podemos determi-
nar as raizes de algumas func¢des polinomiais, destacando certas propriedades
que podem ser generalizadas. Com relacéo a construcdo de gréficos, a sugestdo
é que vocé calcule e localize alguns pontos da funcdo dada para ter uma nocéo
de seu comportamento. Além disso, € interessante utilizar softwares que auxi-
liam nesse tipo de trabalho.

CONEXAQ

Veja algumas sugestdes no link: <https://www.youtube.com/watch?v=j1rdtLdo4Rg>.

Pelos motivos apresentados, ndo tentaremos aqui, explorar todas as possi-
bilidades de procedimentos que podem ser aplicados para cada tipo de fun-
céo polinomial (até porque podemos determinar uma infinidade de funcdes
polinomiais aumentando cada vez mais o seu grau). Uma funcdo polinomial de
grau 3, por exemplo, pode apresentar comportamento bem distinto de outras
funcdes polinomiais de mesmo grau. Vamos, através dos exemplos seguintes,

observar algumas propriedades que merecem destaque.

EXEMPLO

Considere a funcéo do terceiro grau f (x) = x® — bx? + 6x.

Essa funcéo, como vérias outras de mesmo grau, nos permite a representagéo na forma
fatorada, em que cada fator tem grau menor ou igual a 2 e, dessa forma, facilita-nos a deter-
minagao de suas raizes.

Podemos reescrever a funcao f (x) na forma:

f(x):x~(x9—5x+6)ouf(x):x~(x—2)-(x—3)

Nas duas formas apresentadas, se igualarmos cada fator a zero e resolvermos as equa-

coes resultantes, chegaremos s raizes da fungéo f (x). Veja:
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f(x)=0
x-(x=2)-(x-3)=0=x=0 ou x=2 ou x=3.

Conseguimos, portanto, determinar que a funcéo f (x) cruza o eixo x nos valores 0, 2 e 3.

Veja o seu gréfico a seguir.

D

Em todas as funcdes polinomiais em que o termo independente ao é nulo, é possivel
fatorar a fungéo colocando o termo x em evidéncia. E isso, em alguns casos, possibilita a
determinacéo das raizes, como foi o caso da fungéo que acabamos de ver.

Além da determinacéao das raizes, um procedimento importante € determinar os vértices
de uma funcao polinomial. Mas, o recurso que normalmente se utiliza para tal procedimento
néo faz parte do escopo deste livro.

Uma caracteristica importante a se destacar a respeito de toda fungéo polinomial é que
ela sdo sempre continua para todo x de seu dominio. Seja qual for o valor real que vocé
atribua a x, sempre serd possivel calcular o valor de f (x). Graficamente, isso significa que
o gréfico de uma fungéo polinomial nunca apresenta nenhum tipo de salto ou interrupgéo.

No exemplo a seguir, veja uma fungéo polinomial de grau 4 ou funcéo quartica em que

conseguimos determinar suas raizes utilizando um método de substituicdo de varidvel.
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Exemplo 4.18

Considere a funcéo f (x) = x* = 3x* + 2.
Note que € possivel efetuar a substituicdo de x? por z, por exemplo. Dessa forma, pode-

mos reescrever a funcéo na forma
f@)=22-32+2

A fungéo f em relagéo a essa “nova” varidvel z ¢ uma fungéo do segundo grau com raizes
iguais a 1 e 2 (para obté-las vocé pode utilizar, por exemplo, a férmula de Bhaskara, como
vimos na segao anterior.

Para cada um dos valores que z assume, podemos ter:

z=1=x2=1=x==1

7=2=5x2=2=x=4/2

Portanto, as raizes da funcéo f (x) = x* — 3x2 + 2 s80 —/2,—1, 1 e /2. A seguir, o

seu grafico.

51V
4 -
3
1
A X
T T \/l A4 ’\-/ T
-3 -2 -1 0 1 2 3
-14

=57 CONEXAO

Acesse: <http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1367 >, e veja um interessante experimento

que envolve as fungdes polinomiais.
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ATIVIDADES

01. Para cada um dos pares de conjuntos A e B dados e a relagdo R de A em B, faca a
representacdo de R utilizando diagramas, indique quais podem ser consideradas fun¢des de
A em B e classifique em injetora, sobrejetora e bijetora aquelas relagdes que séo funcdes.
a) A={-1,1,35,B=1{0,1,2,3,xRy:x>y+ 1.

b) A={-3,-2,-1,0,1,2,3,B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, xRy:y=x2

¢ A={-3-2-1,0123},B={12510}, xRy :y =x2 + 1.

d) A={O,1,2,8,4},B={O,1,2,3},ny:x:\/m.

02. Represente graficamente as relagdes entre A e B definidas a seguir:
a) R=A-BA=[-2,6[eB=[1,4]

b) xRy:x+1>y-2 A=]-44eB=][0,5]

c) ny:y:%,A=ReB=Z.

03. Classifique cada uma das fungdes seguintes em injetora, sobrejetora ou bijetora e es-

boce seus graficos:
8-x

a) f(x)=3+x d) f(x)= 5 g y=x>-10x
b) g(x)=3x-5 e) y=x2-8x+7 h) y=-x2-6x-9
) y=-2x+1  y=—x*-2 Doy=x2+1

04. Um taxista cobra R$ 6,00 por corrida mais R$ 1,560 por km percorrido. Qual expresséo
fornece o valor cobrado por esse taxista, em fungéo da distancia percorrida (em km)? Quanto

recebera por uma corrida de 15 km?

05. O gréfico de uma fungéo de primeiro grau passa pelos pontos (2,5) e (7,20). Qual € a

expressao que a representa?

06. Um estudo sobre a demanda de determinado produto revelou que para cada R$ 1,00 de
aumento no preco de venda p, ha uma queda de 500 unidades na quantidade demandada
g. Sabe-se que para um prego de R$ 23,00 a quantidade demandada é de 8.000 unidades.
a) Escreva g em fungéo de p.

b) Esboce o gréfico da funcéo obtida.

c) Qual deve ser o preco praticado para que a demanda atinja 12.000 unidades?
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07. Uma revista de grande tiragem recebe, a cada edigéo, R$ 80.000,00 referente a publici-
dade mais R$ 6,00 por unidade vendida. O departamento de marketing apresentou proposta
de aumento do valor referente a publicidade para R$ 100.000,00 por edi¢do. Mas para isso,
a receita por unidade vendida caird para R$ 4,50.

a) Determine, para cada uma das situacdes apresentadas, a expressdo que relaciona a

receita total por edicdo em relagdo a quantidade vendida de revistas.
b) Esboce os gréficos das duas funcdes obtidas no mesmo sistema de eixos.
c) Qual deve ser a quantidade vendida por edi¢do para que as receitas das duas propostas

sejam iguais?

08. O lucro L (em milhares de reais) referente a producéo e comercializacéo de uma quanti-

dade de x toneladas de certo produto é dado pela fungéo

L=-x?+30x-125

a) Esboce o gréfico de L em funcéo de x.

b) Determine a quantidade que deve ser produzida e comercializada para que o lucro
seja maximo.

c) Calcule o lucro maximo.

d) Quais sdo os valores de x (em toneladas) que fazem com que o produto dé prejuizo?

09. (Enem 2009) Um posto de combustivel vende 10.000 litros de dlcool por dia a R$ 1,50
cada litro. Seu proprietério percebeu que, para cada centavo de desconto que concedia por
litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no dia em que o prego do &lcool
foi R$ 1,48, foram vendidos 10.200 litros.

Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado no prego de cada litro, e V o

valor, em R$, arrecadado por dia com a venda do &lcool, entdo a expressédo que relaciona V

exé:
a) V=10.000 + 50x — x2 d) V=15000 + 50x — x2
b) V=10.000 + 50x + x2 e) V=15.000-50x + x2

c) V=15.000-50x - x2
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%5V REFLEXAO

As funcdes que acabamos de estudar apresentam inimeras aplicacdes, mesmo as mais
simples. Compreender que o comportamento de uma varidavel pode estar vinculado ao com-
portamento de outra varidvel pode nos ser Util em diversas aplicagcdes. Ndo é por acaso que o
estudo de fungdes ocupa posi¢do de importancia nos curriculos de diversos cursos de areas
variadas.

N3o basta reconhecer quando uma relagédo pode ser considerada uma funcéo ou co-
nhecer, simplesmente, o comportamento de uma fungéo e suas caracteristicas. E preciso
saber aplica-las em situagdes contextualizadas. Ao longo do capitulo, algumas caracteristi-
cas foram apresentadas a partir de situagdes concretas. Procure, sempre, fazer esse tipo de

relacao entre o conteldo tedrico apresentado e as situagdes em que ele pode ser aplicado.
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5. Calculo proposicional

Quando nos deparamos com um ponto de vista que julgamos coerente, costu-
mamos dizer que hd légica no que foi exposto. Mas, hd mais do que um signi-
ficado para a palavra “légica”. O Grande Diciondrio Houaiss da Lingua Portu-
guesa apresenta algumas definicdes, dentre elas: (I) encadeamento coerente de
alguma coisa que obedece a certas convencdes ou regras; (II) coeréncia, funda-
mento e (III) forma por que costuma raciocinar uma pessoa ou um grupo de
pessoas ligadas por um fato de ordem social, psiquica, geogréfica etc.

Todos os significados apresentados, de certa forma, estardo relacionados
com a abordagem que faremos da ldgica, a partir deste capitulo. Mas a tercei-
ra € a que mais se aproxima do sentido que daremos ao tratamento da légica
como “ciéncia”.

Definida por Aristdteles, fildsofo grego (séc. IV a.C.) como a “ciéncia” da de-
monstracdo, a Logica Matematica € utilizada para expressar a forma do pensa-
mento na demonstracédo e argumentacdo baseadas em proposicdes. Ela consis-
te numa ferramenta importante na procura e demonstracio da verdade.

Veremos vdrios processos associados ao estudo da légica matematica, que
¢ formal e dedutiva. Vocé podera identificar, através do seu estudo, raciocinios
ditos dedutivos, que sdo aqueles em que chegamos a uma conclusio a partir
de uma ou um conjunto de premissas, através do uso da razdo. Esse é um dos
objetivos do calculo proposicional.

OBJETIVOS

= |dentificar e representar uma proposigéo;

= Construir e analisar o valor légico de uma proposicao simples;

= Determinar valores I6gicos com as operagdes légicas fundamentais em proposi-
¢oes compostas;

= Construir a tabela-verdade de uma proposigéo;

= Construir tabelas-verdade de proposi¢des compostas;

= Interpretar os possiveis valores de uma tabela verdade;

= |dentificar tautologias, contradi¢des e contingéncias;

= Identificar e representar uma Implicag&o;

= Analisar uma Implicagéo, usando tabela verdade;

= Determinar a validade de uma Implicagéo e demonstra-la;
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Identificar e representar uma equivaléncia |égica;

Demonstrar equivaléncias légicas através da construcdo de tabela-verdade;

Negar proposigdes compostas;

Identificar o conjunto numérico bindrio;

Associar os valores I6gicos estudados, verdadeiro e falso, ao zero e um;

Utilizar a Algebra Booleana nas andlises 18gicas;

Construir tabela-verdade usando o conjunto binério;

Transformar um ndmero no sistema decimal para o sistema binario e vice versa.

5.1 Raciocinio e légica: linguagem natural e linguagem simbdlica

Em nosso cotidiano, vemos a aplicacio da palavra ldgica aplicada, frequente-
mente, com sentido diferente daquele que sera utilizado neste e no préoximo
capitulo. O termo logos, do grego e do qual se origina a palavra ldgica, é uti-
lizado para designar razdo. Raciocinar de forma légica significa determinar o
modo coerente pelo qual coisas ou acontecimentos se encadeiam, utilizar a
razdo para estabelecer relacdes de causa e efeito. O uso da ldgica nos auxilia a
organizar nossas ideias de forma acessivel e ordenada.

A ldgica de nosso cotidiano nos leva a procurar uma interpretacdo mais
adequada para a situacdo que nos € apresentada. Ja a Logica Matematica exige
que a interpretacdo de uma questio deve ser precisa. Ndo ha mais do que uma
interpretacdo para uma sentenca. H4 um rigor maior na andlise da 1dgica dos
raciocinios analisados. Na linguagem natural, hd muitos casos de ambiguida-
de em que uma mesma sentenca pode conter mais do que um significado. Isso
nio pode ocorrer com as sentencas utilizadas na Légica Matemadtica.

Por esse motivo, utilizamos uma linguagem simbdlica para represen-
tar o raciocinio que iremos analisar. Assim como ocorre em outras dreas da
Matematica, a linguagem utilizada nos permite apenas uma interpretacéo, isto
é, ndo deve nos deixar em duvida sobre o que estd sendo afirmado.

Vamos, a seguir, apresentar alguns exemplos de raciocinios para ilustrar as
diferencas entre a l6gica cotidiana e a matemdtica.
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EXEMPLO

Considere as afirmagdes a seguir:

“Ontem, quando Rafaela acordou, observei que havia muitas nuvens escuras no céu.
Depois choveu.

Hoje, Rafaela também observou muitas nuvens escuras no céu. Concluiu, entdo, que

vai chover novamente.”

N&o podemos deixar de considerar que hé certa coeréncia no raciocinio apresentado.
N&o s6 pela observagao de “ontem’, mas nossa vivéncia nos leva a concluir que se ha nuvens
escuras no céu, h4 grandes chances de chover. O argumento de Rafaela para concluir que
“vai chover” é coerente, justificavel. Em nosso dia-a-dia, qualificamos de “légico” um “racioci-
nio” quando, de acordo com nosso entendimento, ele é justificavel.

Esse € um raciocinio que lida com probabilidade: “¢ bem provavel que chova, pois ha
nuvens escuras no céu’. Mas, ndo podemos afirmar com certeza de que ird chover. A I6gica
matemaética lida com o que chamamos de raciocinio dedutivo, que é uma modalidade de
raciocinio légico que se baseia em certas premissas (sentencas ou proposicées) para chegar,
com certeza, a determinada conclusao.

No uso que fazemos da linguagem natural, nem sempre nos preocupamos em ter certo
rigor no desenvolvimento do raciocinio. Mas, quando utilizamos a linguagem simbdlica para
representar algum raciocinio, a andlise é precisa e exata. Nao deve pairar nenhum tipo de
duivida sobre a veracidade ou ndo do que se estd analisando.

Veja, no préximo exemplo, uma situacdo em que a utilizagdo da linguagem natural nao

corresponde exatamente ao que se representa na linguagem simbdlica da légica.

Ao despejar o suco em seu copo, Julia derramou um pouco fora dele. Sua irm4, vendo

tudo, exclamou: “Cuidado, Julia! Vocé despejou mais suco fora do copo do que dentro dele!”.

Muitas de nossas afirmagdes ndo querem dizer o que realmente significam. Da forma
como a frase foi dita pela irma de Julia, parece-nos que ela quis apenas dizer que Jdlia derra-
mou bastante suco fora do copo, mas, ndo necessariamente, que a quantidade desperdicada
tenha sido maior do que a despejada dentro do copo. E somente uma forma de dizer que a

quantidade de suco derramado nao foi pouca.
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Quando se trata de uma andlise sob a ética da Légica Matematica, uma afirmacéo como
essa sé deve ser utilizada se realmente a quantidade de suco derramada para fora do copo
for maior do que a despejada dentro.

No exemplo a seguir, temos a apresentagdo de um raciocinio que podemos analisar do

ponto de vista da I6gica matemaética.

O pai de Lorena lhe diz que se ela brigar com suas irmas, ndo ird ao cinema com suas
amigas. E Lorena n&o foi ao cinema com suas amigas. Podemos, logicamente, concluir que
Lorena brigou com suas irmés. Podemos mesmo?

E preciso tomar cuidado! O fato de Lorena néo ir ao cinema pode néo dever-se ao fato de
ter ou ndo brigado com suas irmas. Outro motivo pode ter causado sua néo ida ao cinema. Na
Légica Matematica ndo existem provavelmente, talvez etc. S6 podemos concluir algo quando
tivermos total certeza.

Na légica matematica, esse raciocinio pode ser apresentado na forma:

“Se Lorena brigar com suas amigas, entdo ndo ira ao cinema com suas amigas”.

Na linguagem simbdlica que utilizamos na I6gica matematica, tal raciocinio pode ser des-
crito na forma:

“Se p, entéo ¢,

onde consideramos que p é a proposigdo “Lorena briga com suas irmas” e q é “Lorena
nao ird ao cinema com suas amigas”. Nesse tipo de raciocinio, estamos utilizando um dos de-
nominados conectivos légicos (que estudaremos mais & frente). E o raciocinio descrito por
tal conectivo s6 € falso quando a primeira sentenca (p) é verdadeira e a segunda (q) é falsa.
Sendo assim, o fato de Lorena ndo ter ido ao cinema, nao implica, necessariamente, que ela
tenha brigado com suas irmas. Se ela brigar, ndo ird ao cinema. Mas, se ela ndo brigar, tanto
pode ir como n&o ir ao cinema.

Em outras palavras, o raciocinio descrito sé serd falso se Lorena brigar com suas irmas
e, mesmo assim, for ao cinema com suas amigas.

A Ldégica Matematica é considerada dedutiva e formal. Entende-se por dedugéo a ob-
tengéo de uma conclusdo a partir de certas informagdes, seguindo uma linha de raciocinio.
Num processo dedutivo, dentro da Légica Matematica, a conclusao deve ser totalmente pre-
cisa. Nao se pode admitir a possibilidade dela néo ocorrer daquela forma.

Para compreender melhor o que vocé acabou de ler, veja o exemplo seguinte.

CAPITULO § = ]25



Todo numero natural é inteiro.
Todo numero inteiro é racional.

Entao, todo numero natural é racional.

Note que, aqui, se considerarmos verdadeiras as premissas “Todo ndmero natural é in-
teiro” e “Todo numero inteiro é racional’, ndo ha divida alguma de que a concluséo “todo
ndmero natural é racional” é verdadeira. Trata-se, portanto, de um raciocinio dedutivo. Além
disso, mesmo que nédo saibamos o que sdo nimeros naturais, inteiros e racionais, podemos
concluir pela veracidade da concluséo. Por isso, chamamos tal I6gica de formal. Ela preocu-
pa-se com a forma do pensamento e ndo com seu contetdo. Se substituirmos a expressao
“numero natural’ pelo simbolo A, o termo “ndmero inteiro” pelo simbolo B e “ndmero racional’
por C, podemos reescrever o raciocinio da seguinte forma:

Todo A é B.

TodoBéC.

Entao, Todo A é C.

Raciocinios como o apresentado no Exemplo 5.4 sao conhecidos por silogismos. Um
silogismo tem as seguintes propriedades:
= Possuem duas sentencas (premissas), que servem como ponto de partida para a dedugao;
dessas sentencgas decorre uma outra, que € a conclusé&o.
= Tantos as premissas quanto a concluséo sao sentencas que tém um sujeito e um predica-

do. A vinculagdo entre eles da-se por certas palavras que chamamos palavras l6gicas.

CONEXAQ

No enderego seguinte, vocé encontra um video, chamado “A |égica de Alice” que apresenta
de forma clara e interessante as diferengas entre a légica cotidiana e a I6gica matematica.
Os exemplos apresentados baseiam-se na histéria de “Alice no pais das maravilhas”. Vale a
pena assistir!

<http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1127>.

No exemplo a seguir, veja um exemplo de silogismo apresentado por Aristételes.
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Todo mamifero é animal. (premissa)
Todo cavalo é mamifero. (premissa)

Todo cavalo é animal. (concluséo)

O sujeito da primeira premissa é “mamifero” e o predicado, “animal”. Eles estao vincu-
lados pelo termo légico “é”. A mesma estrutura apresenta-se na outra premissa, em que o
sujeito é “cavalo” e o predicado é “mamifero’, e na conclusdo que tem cavalo como sujeito e
“animal” como predicado, com vinculagbes também realizadas pela palavra [6gica “€”.

Outros exemplos de palavras légicas sédo: todos, existe algum, ou, se..entdo, ndo. Alguns
sdo chamados de conectivos e outros de quantificadores. Todos serdo estudados neste

ou no préximo capitulo.

5.2 Proposigoes simples e compostas

Primeiro, precisamos reconhecer o que é uma proposicio. Para isso, considere

as sentencas apresentadas no exemplo a seguir.

EXEMPLO

Na linguagem natural, ha vérios tipos de proposicdes (sentencas). Veja algumas:
= Exclamativa: “Que lindo gol!”
= Interrogativa: “Vocé torce para que time?”
= Imperativa: “Empenhe-se mais!”

= Declarativa: “O futebol é o esporte mais popular do Brasil.”

Apenas o Ultimo tipo de sentenca é objeto de estudo da I6gica matematica, pois, somen-
te sentencas declarativas podem ser classificadas em verdadeiras ou falsas.

As proposigdes que seréo utilizadas no desenvolvimento da Légica Matematica apresen-
tada nesse livro sdo apenas as declarativas, pois elas podem ser classificadas em verdadei-

ras ou falsas.

CAPITULO § = ]27



Proposicao é um conceito primitivo que possui as seguintes caracteristicas:
= Deve ser afirmativa;
= Apresenta pensamento de sentido completo;

= Pode ser escrita tanto na forma simbdélica como na linguagem natural.

Somente sentengas que podem ser classificadas em verdadeiras ou falsas é que séo
consideradas proposigées no célculo proposicional. Uma sentenca como “x2 = 4" ndo é
uma proposicao, pois para que ela possa ser classificada em verdadeira ou falsa é preciso
saber qual valor € atribuido a x. Trata-se de uma sentenga aberta. Sentencas como essa sdo
denominadas predicados e, no préximo capitulo, seré abordado o célculo de predicados.

O exemplo a seguir apresenta algumas proposi¢des ilustram bem as formas com as

quais trabalharemos neste capitulo.

l. A Bahia é um estado brasileiro.

Il. O Japdo é um pais europeu.

. O ndmero 46 é mdltiplo de 16 ou divisor de 92.
IV. Se Jodo é pintor, entdo ele é artista ou professor.

V. O ndmero 2 é primo e par.

Todas as proposicdes acima sdo declarativas (ou afirmativas) e apresentam sentido com-
pleto. Sendo assim, cada uma delas pode ser classificada em verdadeira ou falsa. As propo-
sicdes apresentadas em (1) e (V) s@o verdadeiras. J4 as proposicdes em (II) e (Il) sdo falsas.
E quanto & proposicdo em (IV)? Como podemos avalid-la? Somente quem conhece o Jodo
€ que pode dizer se essa proposicéo € verdadeira ou ndo. Mas isso ndo torna essa sentenga
aberta, pois a afirmacéo refere-se a um sujeito especifico e, dessa forma, alguém (quem
conhece o Jodo) pode classifica-la corretamente.

Observe, também, que todas podem ser escritas na forma simbdlica.

Outro ponto que vamos destacar a partir das sentengas deste exemplo é que algumas
podem ser separadas em duas ou mais proposi¢des. Na sentenga (lll), por exemplo, podemos
destacar as sentencgas “o nimero 46 é mdltiplo de 16" e “o nimero 46 é divisor de 92". Se
a denotarmos, respectivamente, por p e q, podemos reescrever a sentenca (lll) na forma:
p v q (I&-se “p ou g"). Sentengas I6gicas que possuem essa forma séo consideradas verda-
deiras se pelo menos uma das sentengas que as compdem € verdadeira. Nesse caso, a sen-

tenca p (‘o nimero 46 é multiplo de 16”) é falsa, mas a sentenca q (‘o ndimero 46 € divisor

]28 m CAPITULO 5



de 92") é verdadeira, entdo a sentenga p U q (“O ntimero 46 é mdiltiplo de 16 ou divisor de
92") é verdadeira.

A sentenca (IV) também é composta por mais do que uma sentenca. Se denotarmos por
p a sentenga “Jodo € pintor’, por g a sentenca “Jodo € artista” e por r a sentenga “Jodo é

professor”, podemos expressar de forma simbdlica a proposi¢éo (IV) como:

p—o(avr)
(Lé-se: “se p, entdo q ou ")

Esta sentenca mostra bem uma vantagem da linguagem simbdlica em relagéo a natural,
pois a estrutura da sentenca légica, com o uso dos parénteses, ndo nos deixa divida sobre o
que se estd afirmando, ou seja, se “Jodo € pintor”, entdo pode ocorrer duas situa¢des: “Joao
é artista” ou “Jodo €é professor” (ou ambas). Na linguagem natural, quando afirmamos que
“Se Jodo € pintor, entdo ele é artista ou professor” ndo fica totalmente claro se o que se esta

querendo afirmar. Pela linguagem natural, tanto pode ser

p—o>(@vn

como

Pp—o>agvr

Essas duas sentencas tém significados bem distintos. Vocé vera, mais adiante, que tais
estruturas levam a resultados légicos bem distintos.

Mas, voltando a questdo do ndmero de proposicdes que compdem outra proposigéo,
vemos que ha algumas que nao contém nenhuma outra proposi¢cdo como parte integrante
de si mesma. Dizemos que elas ndo possuem nenhum conectivo como “néo é verdade que’,
“e” “ou”, “se .. entdo” (ou “implica”) e “se e somente se” (ou “equivale a"). Sentengas assim séo
denominadas proposicoes simples, e séo representadas por letras mindsculas de nosso
alfabeto.

Neste exemplo, temos as seguintes proposigoes simples: “A Bahia é um estado brasilei-
ro" e “O Jap&o é um pais europeu’.

Jé as sentencgas “O numero 46 é mditiplo de 16 ou divisor de 92" “Se Jodo é pintor,
entdo ele é artista ou professor”e “O numero 2 é primo e par” possuem duas ou mais propo-
sicdes simples, ligadas por conectivos. Sdo, portanto, denominadas proposigdes compostas,
e sdo representadas por letras mailsculas de nosso alfabeto.

Toda proposigéo légica, seja ele simples ou composta, tem apenas dois valores I6gicos
ou veritativos: verdadeiro (V) ou falso (F). Podemos também representar esses valores,

respectivamente, por “1” e “0”.
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No célculo proposicional, cada proposicdo simples é considerada um atomo. Uma
sentenca em que s@o combinadas proposicdes simples (dtomos) através do uso de conecti-
vos € denominada uma senteng¢a atémica.

Existem dois principios que consideramos no estudo da légica matematica. S&o eles:

= Principio da Nao-Contradi¢do: uma proposi¢édo ndo pode ser simultaneamente

verdadeira e falsa.

= Principio do Terceiro Excluido: toda proposicéo ou € sé verdadeira ou sé falsa,

nunca ocorrendo um terceiro caso.

O que concluimos a partir desses dois principios é que para toda proposigéo que consi-
deramos, ela sempre serd verdadeira ou falsa. N&o hé talvez e nenhuma proposicéo pode ser
verdadeira e falsa ao mesmo tempo.

Na préxima segéo serd apresentada uma ferramenta extremamente (til no estudo dos

valores veritativos de proposicdes compostas, que € a tabela-verdade.

b.3 Tabelas-verdade e conectivos

Qualquer proposicao composta pode ser verdadeira ou falsa, dependendo dos
valores veritativos das proposicdes simples que a compdem e da forma como
estas sdo unidas. Isto €, depende dos valores 16gicos dessas proposicdes sim-
ples e dos conectivos que as unem. Nesta secdo, estudaremos tais conectivos
e a construcio de tabelas-verdade, que é uma forma muito util de analise de
valores veritativos de proposi¢ées compostas.

Ha muitas proposicdes simples que podem ser classificadas facilmente em
verdadeiras ou falsas, como por exemplo, “o nimero 3 é impar”. Sabemos que
ela é verdadeira. Ja a sentenca simples “Todo primo € impar” € falsa. No entan-
to, a 16gica formal (lembre-se que a légica matemdtica € formal, como ja estu-
damos no inicio deste capitulo) preocupa-se apenas com a forma (estrutura) da
proposicdo composta. Por isso, devemos considerar que cada proposicao sim-
ples que a compde pode ser verdadeira ou falsa. E devemos considerar todas as
possibilidades de arranjos de valores veritativos das proposicoes simples com-
ponentes da proposicdo composta.

Além disso, temos que considerar que, muitas vezes, ndo nos caberd de-

cifrar o valor 16gico das proposicoes simples porque estaremos lidando com
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sentencas abertas, que sdo aquelas em que, no sujeito, ocorre a presenca de
uma varidvel. Esses casos serdo estudados no préximo capitulo.

Mas, de qualquer forma, hd proposi¢cdes que nio temos ou nido sabemos
como classificd-las em verdadeiras ou falsas. E, nesses casos, precisaremos
considerar as duas possibilidades.

Veja o exemplo a seguir para compreender melhor.

EXEMPLO

A proposicéo “Alessandra é brasileira” apresenta sujeito bem definido: Alessandra. Quem
a conhece podera dizer se ela realmente € brasileira. Mas, se eu ndo a conheco, nao saberei

dizer se essa proposicéo € verdadeira ou falsa.

Considere a proposicdo “Tenho mais que 20 anos e menos que 50". Eu e mais algumas
pessoas préximas a mim sabem se essa proposicéo é verdadeira ou ndo. Mas, e vocé? Se
vocé ndo me conhece, ndo conseguira avaliar a sua veracidade. Além disso, trata-se de uma
proposigdo composta. Vamos denoté-la por A e as proposicdes simples que a compdem s&o:

p: “Tenho mais que 20 anos”e q: “Tenho menos que 50 anos”.

Sendo assim, podemos representar a proposigdo A na forma simbdlica como:

Aipva

E para analisar o valor veritativo de A, devemos considerar os valores veritativos de p e q.

A tabela-verdade abaixo apresenta todas as situagdes possiveis. Veja:

mm< <o
mT< m<=a

Como ha duas proposigdes representadas na tabela-verdade acima, ela possui quatro
linhas de valores légicos (22). Se tivermos trés proposicdes, a tabela terd 8 linhas (23). De

forma geral, se tivermos n proposi¢des simples, a tabela-verdade tera 2" linhas.
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Como os valores légicos também podem ser representados por O e 1, no lugar de F e V,

respectivamente, a tabela-verdade anterior pode ser também apresentada da seguinte forma:

q
1
0
1
0

o O —- =T

O valor veritativo de uma proposi¢do também pode ser indicado na forma:
V(p) =0 (aproposicéo p & falsa)
ou

V(p) =1 (aproposicdo p é verdadeira)

Se tivermos, por exemplo, quatro proposi¢des simples formando uma proposicdo com-

posta, a tabela verdade tera 24 = 16 linhas. Veja o exemplo a seguir.

A tabela a seguir apresenta todas as possibilidades de combinagoes dos valores I6gicos

de 4 proposigdes simples.

M T T T TN IN<<<<<<<<D
M mIm<<<<TTmTmTI<<<<aoa
mMam<<TaA<<TTHUm<<TT<< =
mM<T<TT<TM<TN<T<T<T<O

Jd vimos alguns exemplos de proposicdes compostas, tais como, “O nimero 46 é multi-
plo de 16 ou divisor de 92" e “Se x? = 4, entdo x = -2 ou x = 2". Nelas, percebemos os conec-

=AM

tivos “ou” e “se..entao’. Em todas as proposi¢des légicas € muito comum o uso de expressdes
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como “néo é verdade que”, “e”", “ou’, “se..entdo” e “se e somente se”. Elas séo chamadas de
conectivos logicos ou operadores logicos.
A seguir, apresentaremos cada um dos conectivos utilizados na l6gica matemética e suas

respectivas tabelas-verdade.

O conectivo “néo é verdade que” prefixa uma proposicéo para formar uma nova, que é
chamada de negagéo da primeira.

Notagdo: ~p (I&-se: “ndo é verdade que p” ou “é falso que p”)

E 0 tnico dos conectivos que, na verdade, ndo conecta duas proposicoes,
mas modifica uma proposicdo, obtendo outra proposicéo.
O simbolo “—” também pode ser utilizado para indicar a negacio de

uma proposicao.

EXEMPLO

Seja a proposicéo p: “O Palmeiras é o melhor time do Brasil'. Sua negagao, denotada por
~p, é dada por “ndo é verdade que o Palmeiras é o melhor time do Brasil’, ou “é falso que o
Palmeiras é o melhor time do Brasil’, ou “O Palmeiras ndo é o melhor time do Brasil’

Para a negagao, temos:
* se V(p) = 1, entdo V(~p) = 0;
* se V(p) = 0, entdo V(~p) = 1.

A sua tabela-verdade é:

p ~P
\% F
F \%
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A conjuncao de duas proposigoes p e q € uma proposigéo que so € verdadeira quan-
do V(p) = V(@) = 1. Nos demais casos ela é falsa.

Notacao: p A q (I&-se: “p e ")

EXEMPLO

Considere as proposigdes:

p: “O ndmero 3 é natural’e q:“O numero 3 é racional'.

A conjungéo de p e g, nesse caso, serd dada por:

p A q:“O ndmero 3 é natural e racional".

Observe p A q é considerada verdadeira porque o nimero 3 é um ndmero natural e tam-

bém € racional (fodo ndmero natural é também racional).

Considere as proposigdes:
LK 4 4 ’ : ; n L H . < . )
p: “O ndmero p é um ndmero irracional’ e q: “O numero =2 é um numero naturaf'.
Temos aqui uma proposi¢ao (dtomo) verdadeira que é p e outra falsa, que € g.
Quando afirmamos que:

“O ndmero m € um numero irracional @ o nimero =2 é um numero natural’,

estamos utilizando a conjuncéo de p e g, isto &, “p U q".

Mas, essa conjuncao € falsa, pois uma das suas proposi¢des componentes € falsa.

Na forma simbdlica, podemos representar os valores veritativos de uma proposi¢ao com-
posta pela conjuncéo de duas proposicdes simples, da seguinte forma:
=seV(p)=1eV(g=1entdoVipnrqg =1;
sseV{p)=1eV(g=0entdoV(prg) =0;

]34 m CAPITULO 5



*seV(p)=0eV(y=1,entdoV(p Aq) =0;
- seV(p)=0eV(q) = 0,entdo V(p A q) = 0;

Utilizando a tabela-verdade, temos:

m < <o
m< m<2a
mnom < >

A disjuncao (ou disjuncao inclusiva) de duas proposicdes p e q € uma proposi-
¢ao que somente € falsa se p e q forem ambas falsas. Caso contrario, a disjuncéo
¢ verdadeira.

Notacéo: p A q (I&-se: “p ou q")

EXEMPLO

Considere as proposi¢des:
p: “Gabriela é médica” e q: “Valentina é dentista’.
A disjuncéo de p e q é dada por:

p A Q: “Gabriela é médica ou Valentina é dentista’.

Se uma das proposicdes for verdadeira, ou ambas, entéo a disjuncéo “p U " serd também
verdadeira. Essa disjungdo somente seré falsa, se ambas forem falsas, isto €, se Gabriela ndo
for médica e Valentina néo for dentista.

A representagdo dos valores légicos da disjuncéo a partir dos valores l6gicos de suas
proposigdes componentes pode ser escrita do seguinte modo:
sseV{p)=1eV(g=1entdoV{parg=T1;
*seV(p)=1eV(@=0-entdoV(pnaqg) =1;

*seV({p) =0eV(g=1entdoV{parg=T1;
*seV(p)=0eV(g=0entdoV(pnaqg) =0;

CAPITULO § = ]35



Ou também podemos representar utilizando sua tabela-verdade:

PAG

mm< <o
mT< <o
m<< < < >

A disjuncao exclusiva entre duas proposicoes p e q € uma proposicao verdadeira
somente quando seus valores I6gicos forem diferentes, ou seja, V (p) # V (q), e falsa
quando seus valores I6gicos forem iguais, V (p) = V (q).

Notacao: p v q (I&-se: “p ou g, mas ndo ambos”)

A unica diferenca entre a disjuncéo inclusiva e a disjuncéo exclusiva é que
a primeira € considerada verdadeira também quando as duas proposicdes que
a compdem sdo verdadeiras e a segunda, nesse caso, € considerada falsa. Na
linguagem natural, geralmente, diferenciamos uma da outra com a repeticdo
do termo “ou”. Veja um exemplo.

EXEMPLO

A proposicédo “Breno foi ao cinema ou ao teatro” € uma disjuncéo inclusiva, pois é
verdadeira caso Breno tenha ido ao cinema, ou ao teatro ou a ambos.

A proposicao “Ou Breno foi ao cinema ou foi ao teatro” nos da a ideia de que sé sera
verdadeira se Breno tenha ido ao cinema ou ao teatro, mas ndo em ambos. Ou um, ou outro.
Nesse caso, se ele foi aos dois, entdo a disjungéo é falsa. Por isso, dizemos que é uma dis-
juncéo exclusiva.

A representagéo dos valores I6gicos da disjuncéo exclusiva a partir dos valores I6gicos
de suas proposigdes componentes pode ser escrita do seguinte modo:
=seV({p)=1eV(g=1,entdaoV(pvag=0;
»seV(p)=1eV(=0entaoV(pvag =1,
=seV({p)=0eV(g=1,entdioVpvg="1;

»seV(p)=0eV(g =0entaoV(pvag =0;
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Representando na tabela-verdade, temos:

p 9  pyq
% % F
% F %
F v %
F F F

Quando duas proposicdes estdo conectadas de tal forma que ha uma relagéo de
implicacdo entre elas, dizemos que elas formam uma terceira proposigéo que tem a
forma de um condicional. Dadas as proposicdes p e g, o condicional p — q € falso
somente quando V (p) = 1 e V (g) = O, e é verdadeira nos demais casos.

Notagdo: p — q (I&-se: “Se p entdo q")

A proposicdo p recebe o nome de antecedente e g de consequente. A propo-
sicdo composta por duas proposicoes simples conectadas pelo condicional in-
dica que se o antecedente ocorre (é verdadeiro), entdo o consequente também

tem que ocorrer.

EXEMPLO

Considere a seguinte frase dita a Marcelo pelo seu pai:

“Filho, se hoje eu ganhar na loteria, te darei um carro”

Para saber se o pai de Marcelo esté dizendo a verdade, é preciso, primeiro, verificar se ele
ganhou ou n&o na loteria. Se ndo ganhou, ele estara dizendo a verdade dando ou néo o carro
a Marcelo. Se ganhou e deu o carro a Marcelo, como prometido, estard dizendo a verdade. No
entanto, se ele ganhou na loteria e ndo deu o carro, entéo estard mentindo.

Esse tipo de estrutura que vemos na frase do pai de Marcelo é conhecida na I6gica mate-

matica como condicional. Podemos, por exemplo, separar essa frase em duas proposi¢des:
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p: “hoje ganhei na loteria" e q: “vou te dar um carro”.

Dessa forma, na linguagem simbdlica a frase pode ser escrita como:

P—q

Pela andlise acima sobre a veracidade do que foi dito pelo pai de Marcelo, concluimos
que um condicional ‘p — g" s6 é falso quando p é verdadeira e q é falsa. Sendo assim, pode-
mos descrever os valores l6gicos de um condicional da seguinte forma:
=seV(p)=1eV(g=1entdoV(p—>q =1;
sseV({p)=1eV(g=0entdaoV(p—>qg=0;
=seV(p)=0eV(g=1entdoV(p—>q =1;
sseV({p)=0eV(g=0entdaoV{p—-o>qg=1;

Ou também podemos representar utilizando sua tabela-verdade:

p 9  p—q
v % v
v F F
F % v
F F v

Pela andlise da tabela-verdade, podemos concluir que um condicional sé € falso quando

ocorre o caso VF, nessa ordem.

Dadas duas proposigdes p e g, o bicondicional p <> q € uma proposicdo verdadeira
quando V (p) = V (g) e falsa quando V (p) # V (q).
Notagéo: p <> q (I&-se: “p se, e somente se, ).

Podemos considerar o bicondicional “p se, e somente se, ¢ como sendo
uma conjuncio dos condicionais “se p entdo q” e “se g entdo p”. Dessa forma, o
bicondicional serd verdadeiro somente quando p e q forem ambos verdadeiros.
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EXEMPLO

Imagine, agora, se no exemplo anterior, o pai de Marcelo lhe tivesse dito:

“Filho, te darei um carro somente se eu ganhar na loteria hoje”

Veja como muda o sentido da frase dita aqui. Neste caso, o pai de Marcelo sé estara
dizendo a verdade em duas situacdes: (I) se ganhar na loteria e der o carro a Marcelo e (Il) se
néo ganhar na loteria e ndo der o carro a Marcelo. A diferenca agora é que se ele ndo ganhar
na loteria, e der o carro a Marcelo ndo estara dizendo a verdade (ao contrério do que ocorria
no caso do condicional).

A representacao dos valores I6gicos do condicional a partir dos valores légicos de suas
proposigoes componentes pode ser escrita do seguinte modo:
»seV(p)=1eV(g=1,entdoV(peq=1;
sseV({p)=1eV(g=0entdoV(p«>q =0;

»seV(p)=0eV(g =1,entdoV(p«>q) =0;
*seV({pE)=0eV(g=0entdoV(peqg=1;

Ou também podemos representar utilizando sua tabela-verdade:

p g peq
v v v
v F F
F v F
F F %

Vimos os conectivos légicos apresentados em vdrios exemplos de proposicoes
compostas, até o momento. No entanto, em cada uma delas foi utilizado ape-
nas um conectivo por vez. Nas proximas secdes, serdo apresentadas proposi-
¢des compostas por mais que um conectivo e, nesses casos, € preciso conside-
rar a seguinte ordem de precedéncia na interpretacdo de tais proposicdes:

I.  negacéio;

II. conjuncio e disjuncdo (a que aparecer primeiro);
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III. condicional;
IV. bicondicional.

Essa ordem sé ndo serd seguida quando, na composicio da proposicio,

ocorrer o uso de parénteses, colchetes e/ou chaves.

EXEMPLO

Veja algumas proposi¢des que diferem pelo uso de parénteses e qual a ordem de apli-
cacao dos conectivos.
a) ~qAr

Aqui, temos uma conjung&o entre “~q" e “r". A negacéao € apenas da proposigao p.
b) ~(gnan

Agora, a negacéo é de toda a conjuncéo “q A r". E vale destacar que “ ~(q A 1)’ é bem

diferente de “ ~q A r" quando realizamos a andlise de seus valores I6gicos.

c) poqvr
Nesse caso, primeiro consideramos a disjuncéo “q v r’, para depois realizar o condicional.

Z N

Isso significa que temos um condicional em que o antecedente é “p” e 0 consequente é “q v r’
d po>qvr

Observe como a presenca dos parénteses, aqui, modifica a ordem de aplicagéo dos co-
nectivos, em relacdo ao item (c). Agora, primeiro realizamos a andlise do condicional para,
depois, considerarmos a disjungéo entre ele e a proposicao “r".
e) pogqor—t

O conectivo principal (final), aqui, é o bicondicional. Primeiro, devemos analisar os condi-

cionais ‘p — q" e “r — t', para, depois, considerar o bicondicional entre eles.
5.4 Tautologia, contradicéo e contingéncia.

Ha sentencas proposi¢des compostas que assumem sempre o mesmo valor (ou

V ou F), independentemente dos valores l6gicos que sdo atribuidos as proposi-
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¢cOes simples que a compdem. Outras dependem da atribuicdo desses valores.
Costumamos classificar uma proposicdo composta em:

I. Tautologia, quando é sempre verdadeira;

II. Contradicao, quando é sempre falsa;

III. Contingéncia, quando seu valor depende dos valores das proposi¢coes
que a compoem.

A seguir, veja exemplos que ilustram cada um desses tipos de proposic¢oes.

EXEMPLO

A proposicéo (p — q) v (q = ) = (p — r) é uma tautologia, pois é sempre verdadeira,

independentemente dos valores das proposicoes p, g e r. Veja sua tabela-verdade.

p q r p—>q g-or por e>9vi@—o>n eog9vi@-onvip—r)
V V V V V V V V
V V F V = = F V
V F V F V V F V
V F F F V F F V
F V V V V V V V
F V F V F V F V
F F V V V V V V
F F F V V V V V

A proposicgo (p v @) v (p v ~q) v (~p v @) v (~p v ~0), independemente dos valores

l6gicos de p e q, é sempre falsa. E, portanto, uma contradigéo. Veja sua tabela-verdade.

P 9 ~p ~9 pvq pv~q ~pvq ~pv~q (pvavpv~gvi-pvav(~pv~q)
VV F F V Vv v F F
V F F VvV Vv % F v F
FV V F Vv F v v F
F F V V F v v v F
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A proposicdo p v ~ r — q v ~ r tanto pode ser falsa como verdadeira. Seu valor veritativo
depende dos valores das proposicoes p, g e 1. Ela &, portanto, uma contingéncia ou inde-
terminacéo. Observe, em sua tabela-verdade, como diferentes atribuicdes a p, q e r podem

alterar o valor da proposi¢éo composta.

2

pv-~r qv-~r pv~r—qv-~r
F

mTn M < < <O
T < T < <o
mM<TM<T<T< -
< T < < <
< T < TmMT< < <<
T < TmTmTm<T
M<K << << <

5.5 Equivaléncias légicas

Como acontece com as expressdes matemadticas (numéricas e/ou algébricas),
as expressoes ldgicas podem, muitas vezes, ser substituidas por sentencas equi-
valentes mais simples (compostas por menos proposicdes e conectivos), facili-
tando sua interpretacdo e utilizacdo. Nesta secdo, serdo apresentadas sentencas
equivalentes e também sentencas que apresentam uma relacdo de implicacgio
(que ndo sdo exatamente equivalentes, mas a ocorréncia de uma implica a ocor-
réncia da outra). Uma relacéio de equivaléncia é uma relacio de bi-implicacio.
Ou seja, duas proposicdes p e g sdo equivalentes se p implica q e se g implica p.

Antes de iniciarmos o estudo de implicacdo e equivaléncia, veremos algu-
mas definicdes que nos serdo uteis.

Duas proposicdes sdo denominadas independentes quando, em suas tabe-
las-verdade, ocorrem as quatro alternativas: FF, FV, VF, VV.

]42 m CAPITULO 5



EXEMPLO

As proposigdes p e q sdo independentes, pois, como podemos ver em sua tabela-verdade
abaixo, temos os casos: FF, FV, VF, VV.

mm< <o
mT< m<=a

Duas proposi¢des sao dependentes quando, em suas tabelas-verdade, uma ou mais

alternativas nao ocorrem. Note que as proposicdes p e q® q sdo independentes, pois

mm< <o
mT< <o
<m< <]

Observe que ndo ocorre a alternativa VF.
Quando duas proposi¢des tém uma relagéo de dependéncia, esta pode ser de implica-

¢éo ou de bi-implicacdo, como definiremos a seguir.

5.6 Proposigdes associadas a um condicional: argumentos validos e
regras de inferéncia

Nas relacdes de implicacdo, como, por exemplo, p = ¢ (lé-se: “p implica q”),
se p é verdadeira, entdo q também €, ou seja, o condicional p — q é verdadeiro,
o que significa dizer que nio ocorre o caso VF. Nesse caso, ndo podemos dizer
que as proposicoes p e g sdo equivalentes, pois a ocorréncia de p implica q, mas

isso néo significa dizer que a ocorréncia de q implica p.

Hé& que se destacar, aqui, que o simbolo “—" denota uma operacao entre duas pro-

posigdes, gerando uma nova proposicao. Ja o simbolo “=" é utilizado para mostrar a

relagdo existente entre duas proposicoes.
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EXEMPLO

Considere as sentencas abertas p: ‘x + 3 = 7"e q: x = 4",

Se considerarmos, nesse caso, o condicional

P—>q

podemos concluir que ele é verdadeiro.
Quando isso ocorre, dizemos que p implica q, que representamos na forma p = q.

A implicagao é bastante utilizada na definicdo de argumentos validos.

Um argumento valido € uma sequéncia de proposicdes p,, Py s P,y P, N € N, na
qual sempre que as premissas p,, p,, -, P, $80 verdadeiras, a conclusao p, ,, também
é verdadeira. Isto €, a conjuncéo das premissas implica a conclusao.

Um argumento vélido pode ser representado por

P, AP,AwAP,=P,,,

ou
Py Py s Py = Py
ou, ainda
P,
p2
P
P+

A verificagéo da validade de um argumento pode ser feita através do uso de tabela-ver-
dade ou através da utilizacdo de regras de inferéncia.

Primeiro, vamos ver um exemplo com a utilizagdo da tabela-verdade. E, para isso, deve-
mos, primeiramente, analisar a conjungdo das premissas para, depois, verificar se é verda-
deiro o condicional em que essa conjungéo € o antecedente e a concluséo € o consequente.
Em outras palavras, um argumento é considerado valido se o condicional entre a conjuncéo

das premissas e a conclusdo, nessa ordem, for uma tautologia.
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Vamos verificar a validade do argumentop v g, ~p = q.

P 9 pvq ~p pvav~p (pvav~p—q
Vv v v F F Vv
v F v F F v
F vV v v v v
F F F Vv F Vv

Note que quando as premissas p v q e ~p séo verdadeiras, a conclusao q também é.
Isso equivale a mostrar que o condicional (p v g) v ~p — q é uma tautologia (¢ sem-
pre verdadeiro).

O uso da tabela-verdade torna-se menos vidvel & medida que o nimero de proposigdes
simples envolvidas na andlise aumenta. Imagine, por exemplo, um argumento em que as
premissas tém 5 proposi¢des simples envolvidas. A tabela-verdade, nesse caso, terd 25 =
32 linhas.

Por esse motivo, utilizamos uma alternativa mais vidvel e apropriada para a andlise da
validade de argumentos, que € a utilizagao das regras de inferéncia. Elas séo argumentos
simples vélidos. A seguir sdo apresentadas as regras de inferéncia mais utilizadas. Todas elas
podem ser provadas através do uso de tabela-verdade. Fica como sugestéo, portanto, que

vocé monte a tabela-verdade de cada argumento apresentado.

Regras de inferéncia

Unigo (U): p,q=pAq

Modus Ponens (MP): p—q, p=q

Modus Tollens (MT): p—>q, ~q=~p

Adicéo (A): p=pVvq

Simplificagéo (S): pAq=p

Silogismo Hipotético (SH): p—>qg,g—>r=p—r
Silogismo Disjuntivo (SD): pv g, ~p=q

Simplificacéo Disjuntiva (S ,): pvr, pv ~r=p

Vamos analisar e provar a validade do argumento seguinte através da utilizagéo de regras
de inferéncia.

P pPVvag—o~rrvit
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As premissas séo p,q, p v q - ~r,r v t e a concluséo é t. Vamos dispor as premissas e,

a partir delas, obter outras proposicées utilizando as regras de inferéncia até chegarmos a

conclusaorr.
Dp 5)pvq U1e92)
2) q 6) ~r (MP,3e4)
Apvgo~r 7t (SD, 4 e 6)
DHrvi

No procedimento realizado acima, repare que, primeiramente, dispomos as premissas
(linhas 1 a 4) e, a partir delas, aplicando as regras de inferéncia adequadas obtemos outras

proposi¢des até chegarmos a concluséo (linha 7).

As regras de inferéncia, que acabamos de ver, ndo se configuram como equiva-
léncias l6gicas. Em outras palavras, dizer que A implica B (A P B) néo significa
que, necessariamente, B implica A (B P B). Uma equivaléncia ldgica entre duas
proposicdes A e B é uma bi-implicacdo entre tais proposicdes, isto é, A implica

B e Bimplica A.

Uma proposigdo p € equivalente a uma proposicdo A (A = B), quando néo ocor-
re VF e nem FV na combinagéo das tabelas verdades de ambas. Isso significa dizer
que suas tabelas verdades sao iguais. Também podemos afirmar que A equivale a A

se, e somente se, o bicondicional A <> B for uma tautologia.

EXEMPLO

Vamos verificar se ~(~p v ~q) e p A q s&o sentencas equivalentes.
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: : SR T
i ; v v v I
F \ vV F \
\ F F \% \
v v i ¢ F o I

Note que nas colunas em destaque nédo ocorrem os casos VF e nem FV. Concluimos,
portanto, que p A g < ~(~p v ~q).
Também podemos construir a tabela-verdade do bicondicional ~(~p U ~q) <> p A q para

mostrar que se trata de uma tautologia, como na tabela a seguir.

p q ~p ~q ~pv~q ~(~pv~q) paq  ~(~pv~q)epAagq
F F v v Vv F F v
F Vv Vv F v F F v
Vv F F Vv v F F Vv
v v F F F v v vV

A seguir, sdo apresentadas algumas regras de equivaléncia. Vocé pode provar cada uma

delas através da construgdo da tabela-verdade envolvendo os dois lados da bi-implicacéo.

Regras de Equivaléncia
Dupla Negagdo: ~(~A)< A

Leis Comutativas: (@) AAB<BAA
b)AVvB<BVA

Leis Associativas: (@) AABAC)< (AAB)AC
b)AvBvC) = ((AvBUC

Leis I[dempotentes: (@) AvA < A
b)AAAS A

Leis Distributivas: (@) AA (Bv C) < (AAB)U (A AC)
b)AVvBAC) = AVB)AAVC)

Leis de Morgan: (@ ~(AAB) < ~AA~B
b)~(AvB)e~AA~B

Eliminac&o de Condicionais: (a) A - B < ~ (A A ~ B)
b)A>B=~AUB
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Eliminacdo de Bicondicionais: @ABSAAB V((~AA~B)
b)AoBs(~AVvB)A(~BvVA)

Tautologias e Contradicdes: @) AAV <A (©AAFSF (e)AA~AsSF
b)AvVeV @AVFeA HAV~AsSYV

A seguir, vamos ver dois exemplos em que podemos provar a equivaléncia entre propo-

sicdes através do uso de algumas das regras descritas acima.

A equivaléncia (p - q) v (p = 1) < p — q v r pode ser demonstrada da seguinte forma:
partirmos da proposicéo “(p — @) v (p — )" e, aplicando as regras de equivaléncia adequadas,
devemos chegar a proposicéo ‘p - q v r'.

po>gdvip-onepvygvi~pvne(~pv~pvgvne

S~pv@vnep-o@vrn)

As propriedades utilizadas na demonstragdo acima foram, respectivamente, eliminagao

de condicional, comutativa e associativa, idempotente e eliminacéo de condicional.

Vamos demonstrar a equivaléncia: ~(p - @) < p A ~q.

~p->a) e ~(~pUg e ~(~p)r~qepa~g
As propriedades utilizadas na demonstragéo acima foram, respectivamente, eliminagédo
de condicional, lei de Morgan e dupla negagao.
5.7 Algebra de Boole aplicada & construcdo de tabelas-verdade
De forma geral, consideramos a Algebra como a parte da matemadtica em
que sdo introduzidas varidveis (representadas por letras) que representam os

numeros, para generalizar os processos aritméticos. Nela, as varidveis podem

assumir qualquer valor numérico real ou de um subconjunto real.
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Em 1854, 0 matematico inglés George Boole, publicou o livro “Investigacio
das leis do pensamento” em que apresentava um tratamento de aplicacdo de
férmulas matematicas para descrever operacdes de logica e de probabilidades.
Tais férmulas sdo base das atuais operacdes internas do computador.

Sua obra foi fundamental ao desenvolvimento do que hoje chamamos alge-
bra de Boole ou dlgebra booleana, em sua homenagem. Nesse tipo de dlgebra,
as varidveis assumem somente dois valores: 0 ou 1, que equivalem, respectiva-
mente, a falso ou verdadeiro.

Em razdo da sua aplicacdo no estudo de circuitos de chaveamento, a dlge-
bra booleana também € conhecida como dlgebra de chaveamento ou dlgebra
dos interruptores . Ela ¢ utilizada em projetos de circuitos de chaveamento
com relés que hoje aplicam-se aos projetos de circuitos elétricos e eletronicos
dos computadores digitais.

Um interruptor (ou chave) é um dispositivo ligado a um ponto de um circui-
to elétrico, como mostrado na figura seguinte. Ele assume somente dois esta-
dos: fechado ou aberto, que representamos respectivamente por 1 e 0.

fechado: -

aberto: /

Cada interruptor € representado por uma letra (varidvel), como na figu-

ra seguinte.

Dados dois interruptores, X e y, em um circuito, eles podem estar ligados em
série ou em paralelo. Veja arepresentacio das duas situacdes na figura a seguir.

X
— - X y
y
interruptores em paralelo interruptores em série

Quando consideramos uma ligacdo em paralelo dos interruptores, a corren-
te ndo passara pelo circuito somente se os dois interruptores estiverem abertos,
isto é,sex=0ey=0.Se pelo menos um deles estiver fechado, a corrente passara

pelo circuito.
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Para representar as situacdes possiveis num chaveamento em paralelo, po-
demos utilizar uma tabela como a apresentada a seguir. Na coluna “resultado”,
ovalor “0” indica que a corrente nédo passa pelo circuito e o valor “1” indica que
a corrente passa pelo circuito.

Resultado
1

O O — —= x

1
1
0

Observe que os resultados desse tipo de ligacdo obedecem a mesma lei de
determinacdo dos valores légicos de uma disjuncao, se considerarmos que “1”
equivale a “V” e “0” equivale a “F”. Na dlgebra booleana esse tipo de operac¢do
¢ denominada soma logica e é representada pelo operador “+”. Considerando,
entdo, os possiveis estados de dois interruptores x e y ligados em paralelo, po-
demos notar que:

Quando a ligaciio € em série, a corrente sé passara pelo circuito se os dois
interruptores estiverem fechados, isto €, se x=1 e y = 1. Se pelo menos um deles
estiver aberto, a corrente ndo passara pelo circuito. Essa operacdo é denominada
multiplicacdo ldgica na dlgebra booleana e é representada pelo operador “ - 7.

A tabela a seguir mostra os resultados possiveis quando consideramos dois
interruptores x e y ligados em série.

Resultado
1

O O = —= x

0
0
0

No caso desta ultima tabela, os resultados apresentados obedecem a mes-
ma lei de determinacdo da conjuncio. Considerando, entdo, os possiveis esta-
dos de dois interruptores x e y ligados em série, podemos notar que:

1-1=1;
1-0=0;
0-1=0;
0-0=0.

Outra semelhanca entre os conectivos légicos (que vimos no estudo da
16gica matemadtica) e os operadores 16gicos da dlgebra booleana refere-se a
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negacio, que aqui trataremos como complementacéo. No estudo dos interrup-
tores, hd situacdes em que o fato de um interruptor estar aberto implica no ou-
tro estar fechado, e vice-versa. Ou seja, se o valor de um deles € “0”, o do outro é
“1”.Se deum é “0”, o do outro é “1”.Isso é o que se observa quando analisamos
uma proposicéo e a sua negacio.

Na dlgebra booleana, o complementar de uma varidvel x é representada por
X’ ou —x ou, ainda, .

Essa compatibilidade entre as aplica¢des da dlgebra booleana no estudo dos
interruptores e os conectivos légicos nos permite estender os resultados obti-
dos na ldégica matemadtica aos operadores que acabamos de ver (soma Idgica,
multiplicagdo Iogica e complementacdo). Se utilizamos, por exemplo, as equi-
valéncias 1dgicas para simplificar proposicdes (obter proposicdes equivalentes
mais simples), podemos utilizar as mesmas leis para simplificar circuitos.

Podemos, portanto, “reescrever” as regras de equivaléncia apresentadas na

secdo anterior para os operadores da dlgebra booleana. Veja a seguir.

Propriedades dos Operadores da Algebra Booleana
(x)" = x (complementar do complementar)

x +y =y + x (comutativa)

Xy =y x (comutativa)

x-(y-2z) = (x-y) -z (associativa)

X+ (y + 2) = (x + y) + z (associativa)

x + x = x (idempoténcia)

x - x = x (idempoténcia)

x-(y +2) =(x -y) + (x-2) (distributiva)

X+ (y-2) = (x +y) - (x + ) (distributiva)

(x +y)' = x'+ y' (complementar da soma)

(x - y) = x' + y'(complementar da multiplicaco)

x+1=1
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Veja um exemplo de aplicacdo de algumas dessas propriedades na simplifi-
cacdo de circuitos.

2% EXEMPLO

Exemplo 5.29

Considere o circuito seguinte:

Podemos representé-lo, algebricamente, na forma:
x-(y+x')+z
Uma representagéo equivalente quando se trata de célculo proposicional é:
xA(yv ~x)vz

Se aplicarmos a lei distributiva (da conjungéo em relagdo a disjuncéo) na expressao

“x A (yv ~x) " podemos reescrever a sentenga acima como:
(X AY)V (XA ~X)vz

Como *(xA ~ x) " € uma contradic&o, ent&o a disjun¢io acima depende apenas dos valo-

res l6gicos das demais proposicdes que a integram. Sendo assim, podemos escrever:
(xAy)v(xa~x)vze (xay)vEvze (xay)vz
Isso significa que a proposicdo x A(yv ~x) vz é equivalente a:
(xAy)vz

De forma semelhante, podemos mostrar esse processo para a férmula booleana

x-(y+x')+z. Veja:

x-(y+x)+z=(x-y)+(x-x)+z=(x-y)+0+z=(x-y)+z
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Sendo assim, uma representagédo gréfica equivalente & apresentada no inicio deste

exemplo é:

X — y ——

U2V ATIVIDADE

01.

Considere os seguintes raciocinios abaixo e identifique os que sdo considera-

dos dedutivos:

a)

b)

c)

d)

02.

Todo aluno é inteligente.

Nenhum inteligente é fanatico.

Logo, ha alunos fanéticos.

Toda fungédo continua é derivavel.
Entéo, toda fun¢édo derivavel é continua.
Todo aluno estudioso é aprovado.
Daniel foi aprovado.

Logo, ele é estudioso.

Ha brasileiros que moram na Europa.
Daniel mora na Europa.

Entéo, ele é brasileiro.

Considere as sentencas p: “Alessandra é bonita” e q: “Alessandra é charmosa’, escrever

na linguagem simbdlica as seguintes proposigdes:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

03.

Alessandra € bonita ou charmosa.

Né&o ¢ verdade que Alessandra nao € bonita ou que nao é charmosa.
Alessandra n&o € bonita, mas n&o é charmosa.

Se Alessandra é bonita entdo ela é charmosa.

Alessandra é bonita se, e somente se, € charmosa.

Né&o € verdade que Alessandra ndo € bonita e que néo € charmosa.

Dadas as proposicoes p: “Aurélio joga basquete’, q: “Flavia joga vélei” e r: “Marcelo pra-

tica natagdo’, escreva na linguagem usual as proposicoes descritas a seguir:

a)
b)

pAg
pvr
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c) r—q

d r>(@Qvp)
e) pA~q

) ~@pan
9 ~(~9

h) g ~r

04. Construa a tabela-verdade de cada uma das proposicdes abaixo:

a) (pAgar
b) pagnar

c) r—q

d) ~rvq

e) ~rvq

) (pr~9—>q

9 (pr~q—>qer

h) (~qvp) < (@QAa~r)

D p>Pal@—>plv~(pe0)
D ergd->pvialpv

05. A partir do valor veritativo fornecido em cada item, determine os valores I6gicos das
proposi¢des compostas:

a) (p—q v(g— ~n),sabendo que p € falsa;

b) gal~q— (qv )] sabendo que q é falsa;

c) (p—r) A(rvt), sabendo que r é verdadeira;

d) p— (sv1),sabendo que s é verdadeira;

06. Determine V(p), V(q) e V(r) em cada item abaixo, a partir das informagdes dadas:
a) Vipag=1eVraqg)=0;

b) Vlp—->n=0eV(vqg =1,

c) Vpvg=0eVlr—>qg=1;

d Vpeog=0V(i>g=1eV(~r=0.

07. Teste a validade dos seguintes argumentos, utilizando as regras de inferéncia:

a) p->~q,pv~q,q,~p
b) t->r~rtvs,s
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08. Dé o nome de cada um dos seguintes argumentos:
a) Hoje é sabado ou domingo.

Hoje ndo é domingo.

Portanto, hoje é sabado.
b) Se Flvia diz a verdade entdo Roni mente.

Se Roni mente entdo Juliana né&o foi a festa.

Portanto, se Flavia diz a verdade, entdo Juliana néo foi a festa.

09. (ANPAD - Fevereiro de 2007). Considere a proposicéo “Ndo é verdade que, se Maria
ndo é elegante, entdo ela é inteligente”. Uma proposigdo logicamente equivalente é:

a) “Maria é elegante ou é inteligente”.

b) “Maria é elegante e ndo é inteligente”.

c) “Maria ndo é elegante e é inteligente”.

d) “Maria ndo é elegante e nem é inteligente”.

e) “Maria ndo é elegante ou néo é inteligente”.

10. Utilizando as leis de equivaléncia, demonstre as seguintes relacdes de bi-implicacao:
a) AABo>CoA->B-0)

b) ~((pvaane ~panal~gv~r)

o) ~pegepe~q

d AA(~AVB)AAB

e) AoB->CoCo>(A—>~B)

REFLEXAQ

A andlise formal de proposi¢des é um bom exercicio de aprimoramento do seu senso de ar-
gumentacao. Ela nos ajuda, inclusive, a levantar certas hipéteses e também auxilia na anélise
das mesmas quando a sua veracidade.

A lingua que utilizamos para nos comunicar, por vezes, nos levam a construgées que po-
dem ter mais do que um sentido. Na linguagem ldgica, isso ndo acontece. Toda proposigéo,
como vimos, ou é verdadeira ou é falsa. Ndo hd meio termo. E o uso dessa linguagem nos
permite realizar anédlises conclusivas a respeito de hipéteses que séo levantadas.

Além disso, os fundamentos da Légica Matemética sempre influenciaram a linguagem com-

putacional, como, por exemplo, no campo da Inteligéncia Artificial. As tecnologias utilizadas
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para automatizar inferéncias Iégicas tém um grande potencial para resolver problemas e

chegar a conclusdes a partir de fatos.
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6. Calculo de predicados e métodos de
demonstracéo

No capitulo anterior tivemos os valores logicos de proposi¢cdes como objeto prin-
cipal de nosso estudo. Uma proposicio, como vimos, ¢ uma sentenca que pode
ser classificada como verdadeira ou falsa. Dizer, por exemplo, que “o numero 2 é
primo” é referir-se a uma proposicao verdadeira. Mas, se trocarmos, nessa proposi-
¢do, o numero “2” por um numero x qualquer? Nossa afirmacéo, agora, passa a ser
“o numero x é primo”. Como saber, entfio, se essa sentenca € verdadeira ou falsa?

Nesse caso, temos uma sentenca aberta (que ja foi definida no capitulo ante-
rior) cujo valorl6gico depende da atribuicdo que se faz a varidvel x. Sentencas como
esta sdo denominadas predicados. Neste capitulo, trataremos, essencialmente, do
calculo de predicados, que sdo processos envolvendo esses tipos de sentencas.

Além disso, também serdo abordadas algumas técnicas de demonstracdo
associadas ao cdlculo proposicional e ao cdlculo de predicados.

OBJETIVOS

Identificar conjuntos, universo e verdade de sentengas abertas;

Identificar e aplicar os quantificadores a sentengas abertas;

Indicar as negagdes de proposigdes com quantificadores;

Identificar a estrutura de um argumento;

= Reconhecer um argumento valido e um argumento invalido;

= Demonstrar argumentos de forma direta;

= Demonstrar argumentos adequados pelo método da demonstragéo condicional;

= Fazer a demonstragdo de argumentos, usando a demonstragéo por absurdo.

6.1 Predicados, conjunto universo e conjunto verdade

No capitulo anterior tratamos do cédlculo proposicional, isto €, dos processos
16gicos envolvendo proposicdes unidas por conectivos légicos. E muito do que
ja foi tratado serd utilizado neste capitulo. No entanto, aqui utilizaremos predi-
cados no lugar de proposicdes. E qual é a diferenca entre esses dois conceitos?

Vimos que toda sentenca declarativa que pode ser classificada como verda-

deira ou falsa constitui uma proposicdo. Quando afirma-se, por exemplo, que
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“3 é um numero natural”, temos condicdes de verificar que trata-se de uma
afirmacédo verdadeira. Ou mesmo quando afirmamos que “Larissa é atleta”,
por exemplo, mesmo que eu ndo a conheca, hd alguém, em algum lugar, que
pode dizer se ela € realmente atleta ou nio. Entdo, esta sentenca também ¢é
uma proposicéo.

Mas, quando nos referimos a um conjunto de nimeros ou colecdo de pes-
soas ou elementos e ndo a um valor ou a alguém especificamente, essas senten-
cas deixam de ser consideradas proposicdes. Se afirmarmos “x é um numero
natural” ou “x € atleta” ndo temos como avaliar a veracidade dessas sentencas.
Sdo sentencas abertas que denominamos predicados. A letra x (pode ser utili-
zada qualquer outra) representa a variavel do predicado.

Representamos, de forma geral, um predicado por qualquer letra maidscu-
la do nosso alfabeto. Se a varidvel envolvida é representada por x, entio o predi-
cado pode ser indicado por P (x).

Ao conjunto de possibilidades 16gicas que a varidvel x pode assumir em uma
sentenca aberta denominamos conjunto universo e o indicamos como U_ou,
simplesmente, U.

Outro conjunto que estd associado ao estudo de predicados é o conjunto
verdade, que € o conjunto que contém o(s) elemento(s) que, ao substituir a va-
ridvel x, torna(m) a sentenca verdadeira. Esse conjunto é notado comoV,_ou V.

O exemplo a seguir mostra como séo definidos 0s conjuntos universo e ver-
dade de uma sentenca e como a escolha do conjunto universo pode interferir

na determinacdo do conjunto verdade.

EXEMPLO

Considere a sentenca “x + 3 < 5",
Trata-se de uma sentenca aberta, pois envolve a varidvel x, isto é, a determinagéo de seu
valor légico depende dos valores que séo atribuidos a x. Podemos representé-la na forma:
P(x):x+3<5b.

Para determinar seu conjunto verdade V é preciso, antes, definir o conjunto universo U.
Se considerarmos
U=N,
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o conjunto verdade serd dado por
vV ={0,1}

Note que, dentre os niimeros naturais, somente o “0" e 0 “1” satisfazem P (x).
Mas, o que acontece se definirmos outro conjunto universo?
Considere, agora,

Uu=2

Observe que, além dos valores “0” e “1” (que também séo inteiros), todos os inteiros ne-
gativos também satisfazem a sentenca P (x): x + 3 < 5. Dessa forma, temos:
V={.-3-2,-1,0,1touV={xeZ|x< 1}

6.2 Quantificadores

Em muitas das sentencas abertas que abordamos no cdlculo de predicados, é
comum encontrarmos expressdes tais como “tudo”, “todo”, “para todo”, “qual-
quer que seja”, “existe”, “existe um unico”, entre outras, que sdo denominadas
quantificadores. Os dois tipos de quantificadores que estudaremos, neste ca-
pitulo, séo:

« universal (para todo, todo, qualquer que seja);

- existencial (existe, existe um unico).

O simbolo “V” é chamado de quantificador universal e utilizado para expri-
mir o fato de que para todo x em um dado conjunto, a sentenca P (x) é verda-
deira. Simbolicamente, temos “"x, P (x)”.

EXEMPLO

A sentenca “Todo ndmero natural € inteiro” pode ser escrita, na linguagem simbdlica,
como Vx, x € N = x e Z (1&-se: “para todo x pertencente a N, temos x pertencente a Z" ou
“‘qualquer que seja x pertencente a N, temos x pertencente a Z”).

Outras formas de representar essa sentenca sao:

P(X:xeZ
Vx, x € N, P (x)
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ou
PX:xeZ
(Vx e N)PP (x))

O conjunto universo desta sentenga é o conjunto dos nimeros naturais (U = N). E essa
sentencga é verdadeira, pois qualquer valor natural que atribuirmos a x, teremos satisfeita a
condicdo P (x): x € Z Isso porque sabemos que os nimeros naturais sdo também nime-
ros inteiros.

O conjunto verdade dessa sentenca quantificada é, portanto, V = N.

As sentengas quantificadas com o quantificador universal sdo verdadeiras somente

quando o conjunto universo e o conjunto verdade s3ao iguais.

O simbolo “$”, chamado quantificador existencial, é utilizado para expressar que para
um ou mais elementos de um dado conjunto a proposicdo P (x) é verdadeira. Sen-
tencas do tipo “Existe x tal que P (x)” ou “existe pelo menos um x tal que P (x)" ou, ainda, “para

algum x ocorre P (x)” podem ser escritas, na forma simbélica, como: 3x, P (x).

Considere a proposigéo: “Ix, bx + 10 = 0", com U = Z. Ela é verdadeira, pois, para x = -2,
aequagao “bx + 10 = 0" é verdadeira. Portanto, existe um valor de x que satisfaz a condigéo
apresentada. O conjunto verdade &, portanto, V = {2}.

Se o conjunto verdade fosse vazio, concluiriamos que a sentenca quantificada seria falsa.

Considere novamente a sentenga: “Ix , bx + 10 = 0", mas, com U = Z. Observe que,
nesse caso, a sentenga quantificada é falsa, pois o Unico valor real que satisfaz a condicao
apresentada é o “—2" que ndo é um elemento pertence ao universo (ndo é um ndmero natu-
ral). Temos, portanto, V = &.

Quando a condigio P (x) refere-se a valores numéricos e o conjunto universo néo é ex-

plicitado, consideramos U = R. Veja um exemplo.
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Seja P (x) = x + 3> 5. Vamos determinar o conjunto verdade de cada uma das sentencas
dadas abaixo:
a) 3IxP(x)
b) vxP(x)

Como nao foi definido o conjunto universo, consideramos U = R. Dessa forma, a senten-
¢a P (x) tem como conjunto verdade V = [2, o[,

Como V é um conjunto n&o vazio, concluimos que a sentenca quantificada do item (a) é
verdadeira. Mas como V = U, concluimos que a sentenga quantificada do item (b) é falsa, pois,
nem todos os elementos do universo satisfazem a condicéo P ().

Sentencas quantificadas também podem ser expressas através da disjungéo ou conjun-

¢éo de proposicoes. Veja a seguir.

A sentenca quantificada “v'x, P (x)", considerando como conjunto universo U = {a1, Bypog
a }, é equivalente a conjungéo
P@)AP@)A.AP()
Na linguagem simbdlica, escrevemos:
VX, P(x) < P(al) AP (@) A..AP(a)

Com relagdo ao quantificador existencial, também conseguimos estabelecer relacdo se-

melhante. Veja.

A sentenca quantificada “3x, P (x)", considerando como conjunto universo U = {a,, a,, .., a },
é equivalente a disjuncdo
P@)vP@)v..vP()
Na linguagem simbdlica, escrevemos:
Ix,P(x) P(@)vP@)v..vP(@)

Outro recurso bastante utilizado no célculo de predicados refere-se a negacédo de sen-
tencas quantificadas. Observe os exemplos a seguir. Neles, veremos como realizar essa ne-
gacao para os dois tipos de quantificadores e, a partir deles, serdo feitas as generalizagdes

desses recursos.
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Considere o conjunto A de todos os brasileiros. Este é o conjunto universo de nosso es-

At

tudo. Considere x € A. A sentenca quantificada “Vx, x fala inglés” nos diz que “todo brasileiro

Al Al

fala inglés". Ja a sentenca quantificada “Vx, x fala inglés” significa que “existe pelo menos um
brasileiro que fala inglés”. Note que sdo sentencas diferentes: a primeira sé pode ser consi-
derada verdadeira se seu conjunto verdade for igual ao conjunto universo, ou seja, se todo
brasileiro falar inglés; a segunda seré verdadeira se pelo menos um brasileiro falar inglés.

Agora, vamos considerar a negacéo da primeira sentenca: “todo brasileiro fala inglés”. Ela
pode ser representada por

~(Vxx fala inglés),

e, na linguagem natural, pode ser expressa, por exemplo, como “nem todo brasileiro fala

Al

inglés" ou “ndo é verdade que todo brasileiro fala inglés". Observe que negar uma sentenca
com quantificador universal (como é o caso dessa) néo é equivalente a negar simplesmente
a sentenca aberta, isto &, a negacéo
~(Vx, x fala inglés)
nao é equivalente a

Vx, x ndo fala inglés.

Analisando pela linguagem natural, ndo € dificil perceber que “ndo é verdade que todo

Al Al

brasileiro fala inglés” ndo significa que “todo brasileiro ndo fala inglés". Essas sentencas tém

sentidos bem diferentes.

Al

Agora, compare as sentengas “todo brasileiro fala inglés” e sua negagao “nem todo bra-
sileiro fala inglés" (ou “ndo é verdade que todo brasileiro fala inglés”). Note que a negago
apresentada pode ser entendida que “existe pelo menos um brasileiro que néo fala inglés".
Isso nos dé a ideia de que a negacéo de uma sentenga quantificada com o quantificador uni-
versal corresponde a outra sentenga em que o quantificador existencial é aplicado em uma
sentenga em que a condicéo é negada. Na linguagem simbdlica, podemos escrever:
~(Vx, x fala inglés) < 3x, x ndo fala inglés.
Se denotarmos por P (x) a sentenca “fala inglés”, temos:
~(Vx,P () & Ix, ~P (x).

Vejamos, agora, que quando negamos uma sentenga quantificada como o quantificador

existencial, algo semelhante ocorre. Vamos considerar a sentenga quantificada “3x, x fala
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At

inglés”, isto é, “existe pelo menos um brasileiro que fala inglés”. Sua negacao, na linguagem

corrente, pode ser dada por “ndo existe nenhum brasileiro que fala inglés" ou, de forma

equivalente, “qualquer que seja o brasileiro, ele ndo fala inglés". Veja que, agora, podemos
concluir que
~(3x, x fala inglés) < "x, x ndo fala inglés.
ou

~@x,P (x) & Vx, ~P (x).

Podemos comprovar as propriedades referentes as negagdes de sentengas quantifica-
das, apresentadas nesse exemplo, através da aplicagdo de certas leis de equivaléncia. E é
iSSO que veremos a seguir.

Considere a sentenca aberta P (x) e o seu conjunto universo U = {a1, Ay 8, o an}. A sen-
tenca quantificada "x, P(x) equivale, como ja vimos, & conjungéo P (a,) A P (a)) A .. A P(a,).
Podemos, entéo, escrever:

Vx,P()AP(@)AP(a)A.AP()

Dessa forma, podemos expressar sua negagéo na forma:
~(Vx, P = ~P@)AP@)Ar.AP(a))

Aplicando uma das leis de Morgan (que refere-se & negacéo de uma conjungao), pode-
mos escrever:

~(Vx, Px) & ~P(a)v ~P(a)v.v~P()

Observe que a disjungéo
~P(a1) U ~P(a2) U .. U ~P(an)

é verdadeira se a condigéo P (x) ndo ocorrer pelo menos para um elemento do conjunto
universo, ou seja, se existe pelo menos um elemento do universo em que n&o ocorre P(x).

Isso nos leva a concluir que essa disjungdo equivale a

$x, ~P(x)

Portanto, de forma geral, podemos escrever:

~("x, P()) U $x, ~P(x)
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Agora, com relagao a negagédo de uma sentenga quantificada com o quantificador exis-
tencial, considere a sentenca aberta P (x) e o seu conjunto universo U = {a, Ay, 8 ., an}. A
sentenca quantificada 3x, P (x) equivale a disjuncéo P (a,) v P (a,)) v .. v P (a ). Podemos,
entdo, escrever:

IPKeP@)vP(@)v.vP(a)

Dessa forma, podemos expressar sua negagédo na forma:
~@PX) = ~P@)vP@)v.vP(a))

Aplicando uma das leis de Morgan (que refere-se & negac@o de uma conjuncéo), pode-
mos escrever:
~@x,PX) e ~P(a)r~P(a)A..n~P(a)

A conjuncgéo
~P@)Ar~P(@)An.A~P(a)

é verdadeira se a condi¢do P (x) ndo ocorrer para nenhum elemento do conjunto univer-
S0, ou seja, qualquer que seja o elemento considerado do conjunto universo P(x) ndo ocorre.
Isso nos leva a concluir que essa conjuncao equivale a
v, ~P (x)

Portanto, de forma geral, podemos escrever:

~@3x, P (x)) © Vx, ~P (x)

Uma ultima definicdo que veremos nesta secéo é a de alcance de um quantificador.

Quando associamos um quantificador a uma condigéo P(x), esta define-se como o

alcance (ou escopo) do quantificador.

Considere as sentencas
a) VxeRx+3<0;
b) 3x"y,(x+y) eR
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No item (a), o alcance do quantificador universal é “x + 3 < 0".
Observe que no item (b) hé dois quantificadores. Podemos ler a sentenga “Ix, "y, (x + y) € R”
como “existe x, tal que para todo y, a soma x + y é um valor real”. Nesse caso, o alcance do

i,

quantificador existencial & 'y, (x + y) e R". J& o alcance do quantificador universal € “(x + y) e R".

6.3 Métodos de demonstracao

As aplicacdes que fazemos de certas propriedades e teoremas matemadticos so
¢ possivel devido ao fato desses poderem ser generalizados para diversas si-
tuacdes. O teorema de Pitagoras, por exemplo, pode ser aplicado em qualquer
tridngulo retangulo ou na resolucdo de toda e qualquer situacdo-problema em
que se deseja determinar a medida de um de seus catetos a partir da medida de
sua hipotenusa e do outro cateto ou a medida de sua hipotenusa a partir das
medidas de seus catetos. Sua validade estd comprovada nessas condicdes.

No estudo da ldgica, quando fazemos uma afirmacéo do tipo “todo nime-
ro natural € racional”, estamos considerando que tal propriedade aplica-se a
todos os elementos do conjunto N. Mas, a questio, agora, é como podemos va-
lidar (provar, demonstrar) esse resultado para todos os numeros naturais? Nao
temos, logicamente, como testar a propriedade diretamente para cada valor
natural, pois sdo infinitos. No entanto, hd formas de realizar esse tipo de prova
de tal forma que se possa comprovar a veracidade da propriedade para todos
os elementos de um conjunto. Para isso, contamos com alguns métodos de de-

monstracdo, que veremos a partir de agora.

Entende-se por demonstragao ou prova, o processo de raciocinio I6gico-dedutivo
no qual, assumindo-se uma hipétese como verdadeira, deduz-se uma tese (resulta-

do) através do uso de argumentos.

Ja definimos, anteriormente, quando consideramos um argumento valido.
Se partirmos de certas premissas, que sdo declaracdes tidas como verdadeiras,
entio podemos, através do uso de certas regras de inferéncia (ou equivaléncia),
obter uma conclusédo verdadeira. Dado um conjunto P de premissas p,, p,, ..., P,
verdadeiras, devemos concluir que a proposicdo Q também é verdadeira. Ou
seja, devemos provar que P implica Q:
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P=Q

Uma forma de provar um argumento deste tipo € considerar que o
condicional
P—Q

é verdadeiro. Isto equivale a provar que

PoSp APy A AP,

€ uma proposicdo verdadeira sempre que p,, p,, ..., p,, s30 verdadeiras.

Uma forma de demonstrar a validade desse tipo de argumento € através do
uso de tabelas-verdade. Contudo, se a quantidade de premissas for grande, a
tabela ficard muito extensa, tornando o processo extremamente exaustivo. Por
isso, veremos alguns métodos que tornam o processo mais agil.

Um teorema € uma afirmacéo que pode ser demonstrada como verdadeira, por meio
de outras afirmacdes que ja foram provadas, como outros teoremas ou os axiomas.
Os teoremas, geralmente, ocupam posicao de destaque no desenvolvimento de certa
teoria. Entende-se por prova ou demonstracao o processo em que se mostra que o
teorema estéa correto.

Um axioma é considerado uma verdade inquestionavel e universalmente vélida. E,
muitas vezes, utilizado como principio na construcao de uma teoria ou como base no

processo de argumentagao.

Esta técnica de demonstracdo ja foi apresentada neste livro. Quando realiza-
mos, no capitulo 5, a verificacdo da veracidade de argumentos através da aplica-
cdo das regras de inferéncia estdvamos aplicando esse tipo de demonstracio.

Considera-se que uma proposicio Q ¢ formalmente dedutivel do conjunto
P de premissas p,, p,, -.- , P, S€, € somente se, p,, p,, -.. , P, Q for um argumen-
to valido.

Se a proposicido Q é formalmente dedutivel, ela ¢ denominada um teorema.

Vamos ver dois exemplos em que se aplicada a prova direta de teoremas.
Para compreender os processos apresentados nesses exemplos € preciso recor-

rer as regras de inferéncia apresentadas no capitulo 5.
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Tais regras sdo, novamente, apresentadas a seguir.

Regras de inferéncia

Unigo (U): pg=pAq

Modus Ponens (MP): p—>q,p = ¢

Modus Tollens (MT): p > q,~q=~p

Adicdo (A): p=>pVvq

Simplificacéo (S): pAgq=p

Silogismo Hipotético (SH): p—>q,q—>r=p—>r
Silogismo Disjuntivo (SD): pvq,~p=¢q
Simplificagéo Disjuntiva (S,): pv q,~p = q

EXEMPLO

Vamos provar o argumento

gas,t—>~q ~t—-rnrv-~s

Isso equivale a provar que a proposicao “r v ~s" é verdadeira sempre que “q A s”, “t > ~q"
e “~t — " (ou a conjuncéo dessas proposicdes) forem verdadeiras.

Vamos, inicialmente, numerar as premissas. A partir delas, iremos obter novas proposi-
¢des como resultado da aplicagéo das regras de inferéncias adequadas em uma ou mais
dessas premissas. As regras aplicadas e as premissas sobre as quais essas regras estdo

sendo aplicadas estdo indicadas, entre parénteses, ao lado da proposigéo resultante.

1. sAp (premissa)

2. t>~p (premissa)

3. ~t—op (premissa)

4. q (simplificagéo em 1)

5. ~t (modus tollens em 2 e 4)
6. r (modus ponens em 3 e 5)
7. rv-~s (adicdo em 6)

Portanto, conseguimos provar o que desejavamos (linha 7).

]68 m CAPTULO 6



Dadas as premissas:

1. sex=0Oentdox=y;

Z;

se x =y entdo x

X #2,

vamos provar que x = 0.

Primeiramente, vamos escrever as proposigdes na forma simbdlica. Podemos, por exem-

plo, tomar:
p: HX = O!l;
q: “X = y”;
r‘x==z2".

(]

Portanto, queremos provar “p” dadas as premissas:

1. ~p—q (premissa)

2. qor (premissa)

3. ~r (premissa)

4. ~q (modus tollens em 2 e 3)
5 p (modus tollensem 1 e 4)

Nesse tipo de demonstracéo, muitas vezes, é preciso experimentar alguns caminhos,

aplicando as regras de necessdrias. Nem sempre o resultado aparece de forma tdo répida.

Nasecdoanterior,vimoscomodemonstrar,deformadireta,aimplicacio“P=Q".
Considerando que P é uma conjuncdo verdadeira de n proposi¢oes p,, p,, ---» P,
isto é

P& p, Ap, A AD,

conseguimos, através da aplicacio direta das regras de inferéncia e/ou ou-
tras leis 16gicas, concluir que a proposicdo Q também é verdadeira (valida).
Agora, iremos demonstrar a mesma implicacdo “P = Q” de uma forma indi-

reta. Ja vimos que se “P = Q”, entdo o condicional “P — Q” é verdadeiro. Além
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disso, através da lei de equivaléncia referente a eliminacédo do condicional, vis-

ta no capitulo anterior, podemos afirmar que
P>Qe "(PATQ)

sdo proposicoes equivalentes, isto €, tém valores légicos iguais, que pode-

mos representar como

V(P>Q)=V(*(PAr"Q))

E é exatamente essa equivaléncia que nos permite utilizar o recurso de de-
monstracio por reducio ao absurdo na comprovacédo de argumentos validos.

Ele consiste em, primeiramente, considerar a proposicdo P verdadeira e
assumir (provisoriamente) como falsa a conclusdo Q que se deseja provar, ou
seja, nesse método de demonstracdo devemos supor que a negacdo da conclu-
sdo é verdadeira (ou que a conclusdo é falsa).

Dessa forma, aplicando as regras necessdrias de inferéncia ou outras leis
da l6gica sobre P e ~Q, tentaremos chegar a uma contradicéo. Isso nos levard a
concluir que a proposicédo P € falsa, ou que ~P é verdadeira. Neste ponto, ocorre
um choque de declaracdes, ja que assumimos, inicialmente, que P é uma pro-
posicdo verdadeira.

Sendo assim, concluimos que a conjuncdo

P A ~Q é falsa.

Dai, entdo, temos que
~(P A ~Q) é verdadeira.

Como

~(PA~Q)e~PvQ (leis de Morgan)
<P->Q ("eliminag&o" do condicional),

podemos concluir que o condicional “P — Q” também é uma proposi-
cdoverdadeira.
Logo, podemos deduzir, como desejavamos, que
P=Q

Vamos a dois exemplos de demonstracdo utilizando o método de reducio

ao absurdo.

]7[] m CAPTULO 6



EXEMPLO

"o [Pl (]

Dadas as premissas “~p v q", “~r = ~q" e “p’, vamos provar “r" utilizando método de re-
ducao ao absurdo.

Vamos assumir, entdo, que “r" é falsa. Dessa forma, dispomos a seguir as premissas da-
das incluindo a negacéo “~r" da concluséo como uma nova premissa. Vamos, portanto, aplicar

as regras necessarias até chegarmos a uma contradicéo.

1. ~pvq (premissa)

2. ~r—>~q (premissa)

3 p (premissa)

4, ~r (premissa proviséria: negacéo da conclus&o)
5 ¢ (silogismo disjuntivo em 1 e 3)

6. ~q (modus ponens em 2 e 4)

7. qU~q (unido em 5 e 6)

8. r (demonstracéo indireta de 4 a 7)

Na linha 7, temos uma contradigéo. Portanto, concluimos por redugdo AO absurdo que

" é verdadeira.

Vamos provar que se x, € par, entéo x também € par.

Neste exemplo, o procedimento utilizado serd diferente daquele utilizado no exemplo
anterior, mas a justificativa I6gica é a mesma: a reducéo ao absurdo.

Vamos considerar as proposicoes:

p:“x, € par'e q: “x € par”,

O que queremos provar é que o condicional “p — q" é verdadeiro ou que “p = g". Entao,
pelo método da reducdo ao absurdo, vamos supor que q é uma proposicéo falsa. Portanto,
partiremos das premissas “p" e “~q". A premissa “~q" pode ser escrita como “x ndo € par” ou,
equivalentemente, “x é impar”. Sendo assim, dizemos que existe um inteiro k tal que o nimero
x pode ser escrito na forma:

x =2k + 1
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Portanto, temos:

x2 = (% +1)°
=4k? + 4k +1
=2(2k2 +2k) +1.

Tomando c= 2k? + 2k, podemos concluir que ¢ é um ndmero par, pois 2k? e 2k sdo pa-
res, portanto a soma deles também é um ndmero par. Dessa forma, temos:
x2=2c+ 1
0 que nos leva a concluir que x? € impar. Isso contradiz a proposicéo p : “x? é par”. Logo,

por redugéo ao absurdo, concluimos que a proposigéo q : “x € par” é verdadeira.

Outra forma indireta de demonstracio refere-se a um método aplicavel em
argumentos cuja conclusdo tem a forma condicional “p — q”. Nesse caso, de
forma semelhante ao método de reducio ao absurdo, supomos “~(p — q)” ver-
dadeira (negacdo da conclusdo). Em seguida, partindo das premissas dadas (hi-
potese) e da premissa provisoria, que é a negacdo da conclusio (tese), devemos
aplicar as regras necessdrias até se chegar a uma contradicao.

Dessa forma, concluimos pela veracidade da conclusio (fato cuja justifi-
cativa ja foi mostrada no método de reducéo ao absurdo, apresentado na se-
cdo anterior).

Vamos a um exemplo.

EXEMPLO

A partir das premissas ‘r — g’ e “~(p A g)", vamos provar que é verdadeira a conclusdo
‘o > ~r".

A seguir, temos o desenvolvimento do raciocinio com a indicacao das regras utilizadas.
1. r>q (premissa)

2. ~(prQ) (premissa)
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3 ~(p—o-~n (premissa proviséria)

4. ~(~pv ~r) (eliminacéo de condicional em 3)
5. ~(~p)v ~(~r) (lei de Morgan em 4)

6. ~(~p) (simplificagéo em 5)

7. p (dupla negagéo em 6)

8. ~(~n (simplificagéo em 5)

9 r (dupla negagéo em 8)

10. ~pv ~q (lei de Morgan em 2)

11. ~q (silogismo disjuntivo em 7 e 10)
12. q (modus ponens em 1 e 9)

13. gA ~q (unidode 11 e 12)

14. p > ~r (demonstracao indireta: 3 a 13)

Na linha 13, chegamos a uma contradigdo, o que nos leva a concluir que a proposicao
“p — ~r" é verdadeira. Isso é equivalente a dizer que o argumento

r>q,~pAaq,p—>~r

é valido.
Outra forma de representar um argumento vélido desse tipo é:

r->q,~pArg)—p—~r

Imagine uma longa fila de dominds dispostos em sequéncia e considere as
duas declaracOes seguintes como fatos verdadeiros:

I. O primeiro domind da fila caird; que o primeiro domind caira;

II. Se um doming cair, o proximo também caira.

Note que essas duas afirmacdes sdo suficientes para demonstrar que é ver-
dadeira a conclusio “todos os dominds da fila cairdo”, independentemente da
quantidade n de dominds.

Ha um método de demonstracdo, denominado método de demonstracio
por inducio, que baseia-se em duas etapas que assemelham-se as declaracdes

em (I) e (II). A primeira é denominada base e a segunda passo indutivo.
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Base: etapa em que se mostra que o enunciado (concluso) vale paran = 1.
Passo de indugao: etapa em que se prova que se o enunciado vale para n = k,

entdo vale também paran = 1.

Veja o desenvolvimento e aplicacdo desse método nos exemplos a seguir.

EXEMPLO

Vamos demonstrar a validade da férmula

n(n+1)
2

1+2+3+...+n=

que fornece a soma dos n primeiros ndmeros naturais.

A primeira etapa (base) é mostrar que a férmula vale para n = 1. Veja:

Agora, considerando que ela é vélida para n = k, devemos provar que ela também é vélida
paran =k + 1. Vamos, entdo, fazer a verificagdo de forma algébrica.
Se a férmula é vélida para n = k, temos:
k(k + 1)
2

1+2+3+...+k=

Agora, vamos provar que ela também vale para . Para isso, comecemos somando “k +1"

a cada um dos lados da igualdade anterior:

1+2+3+...+k+(k+1):k(k2+1)+(k+1)(*)

Se a férmula vale para n = k, entdo, temos que provar que se n = k + 1, a férmula seré

dada por:

1+Q+8+...+k+(k+1)=w &)
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Comparando as igualdades apresentadas em (*) e (**), podemos perceber que o que

precisamos provar € que:

(k+1)(k+2)
2

Veja, a seguir, como podemos partir da expressao a esquerda e chegar ao formato da
expressao a direita.

k(k+1)
2

Ck(k+1)+2(k+1)
=
k2 +k+2k+2
Y
_k?+3k+2
-
(k) (k+2)

2

+(k+1)

Vamos demonstrar, por indugéo, a validade da férmula

n(n+1)(2n+1)
6

24924324 . . +n2=

Primeiro, verificamos sua validade paran = 1:

1(141)(2-1+1 9.
p D@1, 128,
6 6

Agora, considerando-a vdlida para n, vamos testar sua validade paran + 1. Se somarmos

(n +1)? aos dois lados da igualdade (férmula), teremos:

)(2n+1
19+QQ+39+...+n9+(n+1)Q:er

(n+1y

n(n+1)(2n+1)+6(n+1)’
6
_ (n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]
6
(n +1)[(n +1)+1][2(n +1)+1]
6

determinando, dessa forma, a validade da férmula paran + 1.
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01.

a)
b)
)

02.

a)
B)
x)

03.

a)
b)
c)

04.

a)
b)
c)
d)

05.

a)
b)
c)
d)
e)

ATIVIDADES

Apresente, na linguagem natural, a negagéo das proposigdes abaixo:
“Todo aluno tem bom desempenho”.
“Alguns empresérios estdo no evento”.

“Ha jogadores bons”.

Negue as sentengas abaixo:
“Para todo x, existe y tal que x —y = 0"
Ixe,x?2-1=0;

Vxe,x+2>0.

Dadas as sentencas abertas:

P(x):x?-5x+6=0eQ(x):x+4<0

com U =, determine os valores légicos de:

vx, P(x); d)  3IxQX);

3x, P (x); e) ~($x,PK).

vx, Q (x);

Determine o conjunto verdade em cada um dos casos:
x=x,U=N; e) x2-6x-7=0,U=Z
x=x+1,U=R; f) 3x+1>10,U=R;
x2-bx=-4,U=R; g bx-4<0,U=2Z

x?=-6x-7=0,U=R;

Utilizando os métodos de demonstragao adequados, prove os seguintes argumentos:
(A>B)vC(DvE)>~CDv(EAF)A—>B
pvg—s~ptv~qg~sv~t~(pvq)

candaab—s~dv~ca—>~b

p—>qvrg—o~ps—~r~(pAas)

PAQONLIVI—>~PVSS—>(q,r<>s

OBS: no item (e) desta questao, considere que provar o argumento cuja concluséo é o

bicondicional “r <> s" equivale a demonstra-lo valido considerando como conclusédo o condi-

cional “r — s” e, depois, fazer o mesmo considerando como conclusao o condicional “r — s”.
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06. Utilizando o método de demonstragdo por reducdo ao absurdo prove a seguin-
te afirmacéo:

“ J2 & um ndmero irracional”.

07. (SEGEP-MA) Sabe-se que um executivo é honesto se, e somente se, pratica exercicios
fisicos. Jodo é um executivo e é sedentdrio. Pode-se, entédo, concluir que:

a) todo executivo é desonesto.

b) todo executivo pratica exercicios fisicos.

c) Jodo nao é um executivo honesto.

d) todo executivo é honesto.

e) nenhum executivo pratica exercicios fisicos.

08. (EMSERH) Uma escola de danca oferece aulas de zumba, samba, sapateado, forré e
frevo. Todas as professoras de zumba sao, também, professoras de samba, mas nenhuma
professora de samba € professora de sapateado. Todas as professoras de forré séo, também,
professoras de frevo, e algumas professoras de frevo sdo, também, professoras de sapatea-
do. Sabe-se que nenhuma professora de frevo é professora de samba, e como as aulas de
samba, forré e sapateado ndo tém nenhuma professora em comum, entao:

a) nenhuma professora de forré é professora de zumba.

b) pelo menos uma professora de forré é professora de sapateado.

c) pelo menos uma professora de zumba é professora de sapateado.

d) todas as professoras de frevo séo professoras de zumba.

e) todas as professoras de frevo séo professoras de forrd.

09. Preocupados em reestruturar as atividades oferecidas pelo Centro Esportivo da cidade,
os dirigentes fizeram uma pesquisa sobre a preferéncia dos usuarios aos esportes ofereci-
dos. Notou-se que todos os praticantes de caminhada também faziam yoga, mas nenhum dos
alunos de yoga praticava natagéo. Todos os alunos de spinning eram também praticantes de
pilates e alguns dos que praticavam pilates faziam natagdo. Como nenhum dos alunos de
pilates praticava yoga e nenhum dos que faziam spinning praticavam natacao, conclui-se que:
a) pelo menos um praticante de spinning faz yoga.

b) pelo menos um praticante de caminhada faz natag&o.

¢) nenhum praticante de spinning faz caminhada.

d) todos os praticantes de pilates também praticam spinning.

e) todos os frequentadores de yoga também fazem pilates.
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10. Demonstre a validade das seguintes férmulas, utilizando o método de inducéo:

2 _n(n-1)(2n+1)

a) P+32+452+...+(2n-1) 3

2
b) B+234+3%+. . . +nd :{n(ngﬂ)}

¥V REFLEXAO

As aplicacdes da I6gica matematica sdo incontéveis. Raciocinar de forma I6gica é importante
em toda e qualquer situacéo e tudo que estudamos neste livro, certamente, poderé contribuir
para que vocé consiga resolver problemas com maior eficiéncia. Nao deixe de se exercitar na
aplicagao dos conceitos aqui abordados.

Como se isso ndo bastasse, as aplicagdes da I6gica forma e dedutiva que estudamos ao
longo de nosso curso sdo de fundamental importancia ao desenvolvimento das linguagens
computacionais. Ha uma estreita ligacao entre varios dos pontos que estudamos, como co-
nectivos, leis de equivaléncia, regras de inferéncia, quantificadores etc, com os procedimen-
tos necessdrios ao desenvolvimento de um programa computacional.

Por isso, empenhe-se no estudo dessa ciéncia e ndo pare por aqui. O objetivo desse
texto é Ihe apresentar os principais tépicos da I6gica matematica, mas ha muito mais para se
estudar. Consulte as referéncias citadas apds as atividades para conhecer mais sobre légica.

Bons estudos!

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALENCAR FILHO, E. de. Iniciaga@o a légica matematica. 22° ed Sao Paulo: Nobel, 2003.
DAGHLIAN, J. Légica e algebra de Boole. 4° ed. Sao Paulo: Atlas, 1995.

NOLT, J. & RHATYN, D. Légica, Makron Books do Brasil, 1991

SERATES, J. Raciocinio légico: I6gico matematico, I6gico quantitativo, I6gico numérico, légico

analitico, légico critico. 8% ed. Brasilia: Jonofon Ltda, 1998.
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GABARITO

01.
A@B A@B
a) c c) C
A : g ; : B A : ; % : B

02.
03.

04.

05.

(construcéo de diagramas para provar as relagées)

a) {1,2,38,4,56,7,8,9, 10} e) {2 4,68, 10}
b) o f) {2,4,6,8 10}
0 o 9) {24,6,8,10}
d) {2 4,10}
a) {xeR/6<x<9} o {9
b) {xeR/7<x<9}
a) [-2 8

@ O R

-2 8
b) [2, 6]

@ O R

2 6
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06.

07.

08.
09.
10.
11.

12.
13.
14.

c) [6,8[

® O R
6 8
a) 13,0 f) 5 o
b)  ]-o0, o0f 9 |- 4
o [57] h) R-13,7] =1]-0,3]E]u, o
d 134 i) R=[5,0[ =]-x 5]
e) 13,5 )R-l 4] =[4, oo
Sugestdo: a partir das informagdes dadas, distribua as quantidades nos diagramas abaixo.

A 8

b) 80+ 15+ 180 =275

c) 156+10+25=50

d 80+15+15+ 10+ 15+ 25 =160

e) 80+ 15=95

69%

E

B

A

B
nAuUBUC)=nA)+nB)+nC)-n(ANB)-n(ANC)-nBNC)-n(AnNBNC)

a) S:{%%} c) S:{%}

) S={i d) S:{_lﬁ}
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01. 20
02. 2700
03. Para resolver esta questéo, primeiramente, considere a divisdo do quadrado (de lado 6)
em 36 quadrados de lado igual a 1. Dessa forma, a diagonal de cada quadrado menor tera
medida igual a V2 . Sendo assim, pelo principio da casa de pombos, serd necessario marcar,
no minimo 37 pontos no quadrado maior.
04. O resultado pode ser obtido através do célculo de um arranjo de 42 elementos tomados
2 a 2. Resposta: 1.722 (alternativa: B)
05.

1

a) —————=0,00000002 =0,000002%
50.063.860

1 1
5.461.512+487.635 5.949.147

b) =0,00000017 =0,000017%

06. 175.760.000

07. Como uma vaga precisa, necessariamente, ser ocupada por um professor de Matemati-
ca, ha 16 maneiras diferentes disso ocorrer (trata-se de uma combinacéo de 16 elementos

tomados 1 a 1,isto &, C, ). As outras cinco vagas podem ser ocupadas por qualquer um dos

1,61
outros 27 professores restantes (12 de Fisica e 15 de Matemética), ou seja, a quantidade de
formas diferentes disso ocorrer € igual a uma combinacdo de 27 elementos tomados 5 a 5

(C...). Sendo assim, temos:

275

Ci61Cors =16-80.730 =1.291.680

08. B

09. Cg5=56

10. C(Terfamos 8 sequéncias que possuem pelo menos trés zeros em posigdes consecutivas):
= Exatamente trés zeros consecutivos: {00010, 00011, 10001, 01000, 11000}

= Exatamente quatro zeros consecutivos: {00001, 10000}

= Exatamente cinco zeros consecutivos: {00000}
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Capitulo 3

01.
a)
y
L] L] 5 L]
o o 4 .
° ° 3 °
. . 2 °
1
0
-3 -2 -1 0 1 2
b)
y
5 1 5
' 0 X
-1 0 1 2 3
c)
y
4
3
2
1
0
-1 0
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d)

y
4
3
............... 2 e
1
0 X
-2 -1 0 1 2 3 4 5
02.
a) y
1
0 X
-1 0 1 2 3 4 5 6

-1 °

-2 .

-3 °

4 °

-5 .

-6

b) D (R) = {01 11 Ql 81 41 5}1 Im (R) = {_51 _41 _81 _Qx _11 O}
03.

a) (-2,5),(-1,2),(0,1),(1,2),(2,5),(3,10), (4, 17), (5, 26), (6,37)
b)
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c) D(S)=A;CD(S)=B;Im(S)=B-{50}
04.
a) y

b) Antissimétrica e transitiva.

c) Nao, pois ndo possui a propriedade reflexiva.

d) Na&o, pois ndo possui as propriedades reflexiva e simétrica.

05.

a) Reflexiva, simétrica e transitiva.

b) Nao, pois ndo possui a propriedade antissimétrica.

c) Sim, pois é reflexiva, simétrica e transitiva.

06. Arelagdo R, aqui definida, é:
R=1{(0,0),(0,1),(0,2,0,3),(1,1),(2 1),(22),@,1),3,3)}

Dessa forma, podemos notar que para qualquer x € A = {0,1, 2, 3}, temos que (x, x) €
R. Sendo assim, a relacdo R € reflexiva, o que nos leva a concluir que seu fecho reflexivo é
ela prépria.

Quanto ao fecho simétrico, temos:

Ru{(1,0),(2,0),(3,0),(1,2),,3)

Para obter o fecho transitivo, é preciso determinar os elementos que faltam na relagéo R
que a tornariam uma relagéo transitiva. No entanto, ela ja € uma relacao transitiva. Portanto,
seu fecho transitivo € a prépria relagéo R.

07.
a) R={(1,1),(1,3),(1,5),(22),(24),(26),3 1), 3),(35),(472),44,51),
(5,3),(5,5),(6,2), (6 6}

b) Reflexiva, simétrica e transitiva.
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01.

a) Nao é funcéo.

© W~ N~WND—= o

c) E funcdo sobrejetora, mas ndo é injetora e nem bijetora.

>
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d) Nao é funcéo.

02.
a)

b)

c)
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 (O

03.

a) Sobrejetora, injetora e bijetora.
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b) Sobrejetora, injetora e bijetora.

c) Sobrejetora, injetora e bijetora.
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d) Sobrejetora, injetora e bijetora.

e) Néo é injetora, nem sobrejetora e nem bijetora.

6
5
4
3
b
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f)  N&o é injetora, nem sobrejetora e nem bijetora.

g) Nao é injetora, nem sobrejetora e nem bijetora.

_‘]O_

_‘]5_

—920 A
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h) Na&o é injetora, nem sobrejetora e nem bijetora.

i) Na&o é injetora, nem sobrejetora e nem bijetora.
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04.
a) Expressdo:y =6 + 1,5x, em quey é o valor cobrado, em reais, e x é a distancia
percorrida, em km.
Por uma corrida de 15 km, recebera R$ 28,50.

0b. y=3x-1
06.
a) g =-500p + 19.500
b)
q
20000
15000 1
10000 1
5000 1
0
0 5 10 156 20 256 30 35 40
-5000 -
c 1b
07.

a) Considerando R a receita total e q a quantidade de revistas vendidas, temos, res-
pectivamente, as expressoes:
R =80.000 + 6ge R = 100.000 + 4, 5q.
b)
15000

10000 A

5000 +

0 5000 10000 15000 20000
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15000 -

10000 -

5000

0 5000 10000 15000 20000

c) Para determinar essa quantidade, igualamos as expressdes apresentadas no item

(a) e resolvemos a equacao resultante, como a seguir:

80.000 +6q =100.000 + 4,5q

1,59 =20.000
q=13.333
08.
a)
L
200 -
150 -
100 +
50 A
0 X
0 /b 10 15 20 2 30 3b
~50 -
-100 A
b) 15
c) 100
d) Para 0<x<bex>25
09. D
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01.
a)
b)
c)
d)
02.
a)
b)
c)
d)
e)
f)
03.
a)
b)
c)
d)
e)
f)
9
h)
04.
a)

nao dedutivo
nao dedutivo
nao dedutivo

nao dedutivo

pvq
~(~pv~q)
~pA~q
p—q
peq
~(~pa~q)

Aurélio joga basquete e Flavia joga volei.

urélio joga basquete ou Marcelo pratica natagao.

Se Marcelo pratica natacéo, entdo Flavia joga volei.

Se Marcelo pratica natagéo, entdo Flavia joga vblei ou Aurélio joga basquete.
Aurélio joga basquete e Flavia ndo joga volei.

Néo € verdade que Aurélio joga basquete e que Flavia joga volei.

NZo é verdade que Flavia ndo joga volei.

Flavia joga vdlei se, e somente se, Marcelo pratica natagao.

(pArgnar

(PAg AT

0

M T Inm< << <D
T < T < <o
mT<TMm<T<T< S
T << >
i M e e+ M M s |
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d) ~rvq

e)

f)

06 = 195



9 (pv~g—>qger

(pr~9>q (pv~g>qer
V

pv=q
F

~q

h) (~qvp)e (v~

(~qvp (v~
F

=0 ~qVp qA~T
\ F

~q
F

(p>g9r@oplv~pPe g

)

p—>q go>p Po>9vig-op peq ~peoq PoPal@oplv~(pPe )

q
\%

2
\%

prgd—=>Evalpvt)

)

prg—>pPvalpvi)

(pAanvpvY
V

pvt
\Y

PAG PV

t
\%
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05.

06.

07.

08.

09.
10.

01.

02.

03.

a)
b)

a)
b)

a)
b)

a)
b)
D

F V V F V V V V

F Vv F F V F F v

F F VvV F F vV F v

F F F F F F F v
c V

F d V

Vip)=1;V(@=1V({M=0
Vp)=1;V(@=1V({M=0

o VP =0V@=06V(NH=0
d VP =0V@=1V(M=1

argumento valido

argumento vélido

silogismo disjuntivo

silogismo hipotético

Demonstragoes utilizando as regras de equivaléncia

a)

b)
)

a)
B)
x)

a)
b)
)

“Nem todo aluno tem bom desempenho” (ou “Existe pelo menos um aluno que néo
tem bom desempenho”)
“Nenhum empresario estd no evento”

c*Nenhum jogador € bom”
3x, (Vy, x—y=0)
VxeR x*-1#0

IxeRx+2<0

F d V
e) F
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04.

a) V={0
b) V={}

0 V={i4)
d V={-17)
e) V={-17)

) V={xeR/x>3}
9 V={xeZ/x<4/B}={.,-3-2-10}
05. (demonstracéo)
06. (demonstracéo)
07. C
08. A
09. C

10. (demonstracéo)
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